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面 对 本 书 的 该 者 ,在 不 及 细 看 之 前 ,想必 会 暗 旧 狂 度 :证 阴 分 析 " 是 "数学 分 
析 ” 的 延续 吗 ? 

当然 你 已 经 学 过 “数学 分 析 " ,而 且 也 学 过 密切 联系 于 数学 分 析 的 “ 实 变 函 
AO EERO 等 课程 ,它们 涉及 的 内 容 大 体 上 戒 熟 于 19 世纪 ,至 迟到 20 世纪 
初 ,今天 被 归并 于 经 典 分 析 这 一 各 称 之 下 .经 典 分 析 的 全 部 结果 基于 一 个 实质 上 
很 简单 的 思想 ;如 果菜 个 量 难以 被 直接 了 解 , 那 么 就 将 它 放 在 菜 个 变化 过 程 中 考 
虑 ,然后 通过 对 该 过 程 的 苯 察 获得 所 求 量 的 知识 .因此 ,变量 AA ER 
及 由 此 派生 的 微分 与 积分 等 ,构成 经 典 分 析 的 基本 概念 . 

一 个 形式 上 类 似 但 层次 更 高 的 问题 是 ;如 果 革 个 变量 (如 函数 y = yl) 本 
身 难以 被 直 接 了 解 一 一 情况 往往 如 此 ,那么 ,能 否 转 而 研究 一 族 变 动 的 变量 ,然后 
通过 施 填 变量 的 一 定 运 算 与 极限 过 程 ,获得 有 关 原 变量 的 知识 ?从 逻辑 上 看 ,这 
种 考虑 自然 导致 对 "变量 的 变量 "或 “函数 的 函数 "的 研究 ,而 这 就 进入 了 本 书 所 要 
介绍 的 " 滩 明 分 析 " 领 域 . 

由 此 有 可见 ,在 逻辑 上 , 泛 隙 分 析 原 不 过 是 经 典 分 析 的 自然 延伸 .而 从 历史 发 展 
来 看 , 汉 爽 分析 的 胚胎 早已 涩 育 于 经 典 分 析 的 驱 体 中 . 远 在 经 典 分 析 的 初创 时 期 ， 
对 变 分 问题 的 研究 已 导致 考 虚 泛 函 的 极 值 .在 数值 分 析 中 逐步 成 熟 日 广 泛 使 用 的 
过 近 方法 ,全 来 傅 具 有 某 种 一 艇 的 特征 ,以 至 在 一 定 算 子 理论 框架 下 的 统一 处 理 
成 为 不 可 避免 .类 似 的 趋势 更 明显 地 出 现 于 范围 广泛 的 数学 物理 问题 中 .到 19 世 
纪 末 ,主要 由 微分 方程 与 积分 方程 的 研究 所 激发 的 “函数 空间 ”与 “连续 变换 ”概念 
已 经 呼 之 徐 出 ,来 自 各 个 领域 的 问题 及 解决 方法 所 呈现 的 惊 入 类 似 性 ,有 力 地 预 
示 着 新 的 综合 不 可 避免 .这 一 综合 在 20 世纪 初 终 于 由 Fréchet, Riesz 及 Banach 等 
入 提出 , 渗 陆 分 析 因 此 而 建生 . 

如 果 说 ,经 典 分 析 只 是 在 走 过 很 长 一 段 路 程 之 后 ,作为 其 逻辑 基础 的 实数 理 
论 才 得 以 商定 ,那么 , 泛 男 分 析 - -开始 就 建立 在 无 限 维 空间 的 严格 理论 基础 之 上 . 
无 疑 ,这 应 当归 功 于 19 世纪 获得 重视 并 趋 于 成 熟 的 公理 化 方法 , Hilbert 的 《几何 
基础 ) 乃 是 开户 公理 化 时 代 的 典范 之 作 , 简单 地 说 ,公理 化 方法 将 一 庞大 的 理论 大 
赂 葛 六 于 少数 几 个 公理 构成 的 基石 上 ,公理 的 力量 则 源 于 人 类 经 验 的 广泛 背景 . 
读者 在 学 习 初 等 几何 时 已 初步 体会 过 公理 法 的 效果 ,而 活 函 分 析 课 程 将 提供 更 
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系统 的 训练 . 

读者 在 学 汪 这 门 课程 之 初 ,大 概 首先 会 注意 到 它 与 经 典 分 析 的 类 似 性 ,试图 
MAR .连续 性 这 样 熟悉 的 线索 理解 泛 丽 分 析 的 内 容 .这 一 想法 应 当 得 到 适当 
的 辟 部 .通过 与 熟知 事物 的 类 比 来 了 解 新 事物 ,常常 是 认 知 的 有 效 方 法 .而 且 , 正 
是 图 效 空 间 3 Euclid 空间 的 高 度 类 似 , 大 大 激发 了 泛 明 分 析 的 早期 作者 开拓 新 理 
论 的 热 悄 .即使 在 今 大 ,适当 的 类 比 仍 然 是 新 思想 的 源泉 ,不 过 ,读者 在 作 这 种 类 
比 时 不 可 让 得 天 远 .你 会 很 快 发 现 , 无 限 维 空间 中 的 分 析 学 具有 许多 本 质 上 全 新 
的 竺 征 , 它 们 远 非 有 限 维 问 题 所 能 比拟 . 你 完全 不 应 为 此 而 烦恼 , 因 唯 其 如 此 ,你 
所 学 到 的 才 上 其 正 是 一 门 新 的 知识 ,而 不 是 ,- 门 老 课程 的 平行 重复 . 

关于 本 书 的 结构 与 风格 , 需 作 些 说 明 . 光良 讳 言 ,本 上 书 沿袭 了 作者 早 两 年 所 著 
《 实 变 了 商 数 一 书 的 指导 思想 , -- 个 基本 的 想法 是 ,你 不 可 能 从 一 门 课程 中 彻底 学 
到 所 需 的 一 切 ;为 了 真正 学 到 一 点 东西 ,你 必须 忽略 许多 较 次 要 的 材料 .本 书 尽 了 了 
最 大 努力 来 突出 那些 体现 证 丽 分 析 基 本 特征 的 思想 ,简化 或 回避 了 一 些 复 杂 的 构 
造 , 尽 可能 降低 难度 ,提高 可 恋 性 , 对 于 主要 概念 与 结果 的 背景 与 实质 , 作 了 尽 可 
能 透彻 的 说 明 .所 有 基本 结论 的 证 明 ,都 作 了 尽 可 能 的 简化 .经 简化 后 仍 很 繁 宛 的 
HEH , 则 移 人 各 章 最 后 一 节 , 使 对 之 不 感 兴趣 的 读者 便于 跳 过 它们 . 这样 做 完全 不 
影响 对 论 困 分 析 核 心 内 容 的 理解 与 掌握 . 对 于 不 可 省 略 的 证 明 , 则 较 详 细 地 给 出 
细节 ,以便 读者 白 学 .不 过 ,作者 并 不 认为 应 将 所 有 细节 包罗 无 遗 . 凡 需 要 读者 自 
区 思考 的 地 方 , 本 书 有 意 作 了 和 省略. 当 读者 见 了 * 请 自 证 ?或 “何故 ?之 类 的 字样 
时 , 倘 能 独立 解决 ,而 不 是 浑然 而 过 , 必 能 收 到 非 同 寻常 的 效果 . 

本 书 准备 了 较 多 的 习题 ( 共 300 道 ). 其 中 习题 A 是 基本 的 , 凡 希 望 较 好 理解 
本 书 核心 内 容 的 读者 务必 完成 其 中 一 部 分 . 习题 B 是 留 给 力 有 余 裕 的 读者 的 ; 利 
用 本 书后 面 的 提示 ,解决 这 些 问题 并 无 太 大 的 困难 , 而 一 旦 解 题 成 功 你 将 获 益 匪 
贱 且 兴趣 培 增 . 

作者 希望 本 书 能 为 不 同类 型 的 学 校 与 不 同 需要 的 读者 所 用 一 从 妈 需 最 基 
本 的 材料 到 需要 稍 深 入 的 知识 之 间 的 几 个 层次 .这 一 意图 自然 决定 了 本 书 的 选材 
村 总 体 构 思 . 使 用 本 书 作为 教材 时 , 可 依 几 种 方式 组 合 书 中 的 材料 . 若 选 用 
$ $1.1~1.7,§ §2.1~2.5, §2.7,§2.9,§ §3.1~3.5,§ $4.1~4.3, 则 需 
44 学 时 左右 ; 若 加 上 82.6,8$2.8,$3.6( 目 录 中 这 些 节 打 了 x* 号 ), 则 需 50 学 时 
诺 右 ; 讲 完全 部 内 容 ( 即 青 加 上 日 录 中 打 A 号 的 节 ) 至 多 70 学 时 . 对 于 内 容 的 取 
党 ,使 用 本 书 的 教师 是 最 权威 的 ;他 们 富有 创意 的 运用 ,将 是 对 作者 个 人 经 验 极 有 
蔓 的 补充 与 修正 ,这 正 是 作者 所 期 待 的 . 
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A: fE A BJEN. 

AE A 的 内 部 . 

AE 4 的 闭 包 . 

O ALTR A BERRET. 

B (a) — B(a,r): l a 为 心 以 7 为 半径 的 开 球 . 

B la) = Blaar: BU a 为 心 以 r 为 半径 的 闭 球 ， 

B(A): 0 EEI A RECZ E. 

C: H RUR. 

C(tA,B): 从 A 到 5 的 连续 映射 之 全 体 ;CCA) = C(A.R) Ek C(A ,C). 
CL(X, Y): X BY ARRERA TZEE CLX) = CL(X,X). 
D(a)= JACECII A -al< ri; D, (a) = D(a). 
dtA,B): 集 和 ,日 之 间 的 跑 离 :qz = djei, B). 
qiam4 : 集 A 的 直径 . 

dimX : = |a| X 的 维 数 . 

le, RINKE R" a: 的 标准 基 . 

GLICX) :和 上 的 拓扑 白 回 构 之 全 体 ， 


1 :单位 算 子 . 
K = R 或 C， 


K”** K E m x n 阶 第 阵 之 全 体 . 

L p 次 可 积 函 数 空间 ,1 =< p < =. 

L”: 本 性 有 界 函 数 空 间 . 

LipF :38-f- F B Lipschitz 模 数 . 

LIX, Y): X #| Y 的 有 界线 性 算 子 之 全 体 ;L(X) = L(X ,X). 
m : Lebesgue WI EF. 

N: ARAE. 

N( T): 38 T THES [F]. 

Q: 有 理 数 集 ， 

RRR: 实数 集 ;R, = [0,%). 


R(T): AT T REH. 

R, = RAT): 算 子 了 的 预 解 式 . 
rifT): 算 子 工 的 谱 半径 . 
pfT): 算 子 了 的 预 解 集 . 

S (a): a 为 心 以 r 为 半径 的 球面 . 
sban4 : 集 A 生成 的 回 基 空间 . 
xf): 算 子 工 的 谱 . 

oT AT T HERY. 

c (T): P f T RAR. 

s (T): f 了 的 剩余 谱 . 

T' : 算 子 工 的 对 偶 算 子 或 相 件 算 子 . 
Vi RR u Ela, b] 上 的 全 变 差 . 
六 ,YY,Z; 术 加 说 明 时 表 赋 范 空间 . 
六 ;空间 X 的 对 偶 . 

Z: 整 数 集 ;Z = [n € Zin > 01. 
Xa: 集 A 的 特征 函数 . 

会 :定义 为 . 

:定理 或 命题 证 毕 . 


几 操 说 朋 


i. 引证 ”$1.1(1) 表示 $1.1 Pal (1);1.1.1(i) 表示 定理 (或 售 题 、 定 
义 )1.1.1 之 (D;[1;,p.H 表示 参考 文献 [1] 中 第 1 页 . 
2. 指标 用 法 ”不致 误解 时 ,出 现 于 >,，， | ,，U ,门下 的 指标 予以 省 略 , 未 加 


说 明 时 ,下 标 n ABRO, > _ an 依 情 况 可 写成 : 
Do Dan Xan Do Yan 
[Tan U A, 等 仿 此 ， A, 总 可 看 作 无 限 可 数 并 (必要 时 加 入 一 些 空 集 项 ); 
N A, 仿 此 .给 定 x ER, f: DR”, 自动 认定 += (x,),f = (.)X(1=< i= n). 
SE r E AE a = (a) = rja). 
3. 极限 符号 lim x 5 lim Ti 分 别 表 lims, 5 lim Enni lime(z) = 
PC 于 记 一 致 收复 ;一 A #2Fp|iUS9 08; e. 
4. 范 数 记号 KREAN, ZH X, Y, X * ,上 L( 久 ,YY) 等 中 的 范 数 丝 记 作 
Wo lil- Ip EEr 638.1] + |o IE sup 范 数 ; .| T R” së C" 中 的 Eudid 范 
数 ( 好 模 长 ). 
5. 零 记 号 AE FHR, FAT, pi A SANCHE 0. 
6. 不 等 号 的 用 法 ”对 A,BCR, 约 定 A< BSOYaE A,bE Ba< b; 
A= B,a < B 34818. XF 六 :一 及 ,约定 了 < go V x € D: fr) glr); 
f < g WE: fA) < FBOVYa CEA, YbEB:fla)< flo). 
7. 集 记 号 A+B=jatbia CA, bE Bi,A+rzr 仿 此 ，; 
MA = jain € M.a € Al, A, -— AIHE; 
(F.A) = Kf): JEF a CALCE, x) E. 
8. 上 下 确 界 设 4CRU+col 苦 各 上方 无 界 或 oo € A, 则 约定 
sup = °°; 在 由 下 方 无 界 或 — oo € A, 则 约定 infA =- co. co 总 指 + co. 


9%. const 的 用 法 `“ const 出现 在 式 子 中 上 时, 它 表示 某 个 常数 , 共 具 体 数 值 难 
以 或 不 必 时 确 写 出 ， 


T 注 ; 本 书 中 的 * 白 然 数 " 即 正 整数 ,记号 为 N. 


X JL W IB 


10. BES F:DC X —- YÑ F: D— Y, D E XBFTE:e(z,y) 
看 作 r ARARIHECE gO. y), 用 来 代替 日 变量 . 


关于 习题 的 说 明 


1 当 觅 A 太 中 所 列 问 题 大 多 是 对 书 中 箔 论 的 直接 应 用 ,或 为 本 书 主 业 概念 提供 
的 释 例 ，- 般 稍 吉 思 邯 即 可 性 利 解答 ,它们 对 于 完成 本 课程 所 概 求 的 基本 训练 是 
尾 不 可 少 的 . 

2 习题 日 包 宫 了 一 些 稍 难 的 问题 ,它们 是 为 有 深入 钻 赋 兴趣 片 方 有 余 裕 的 读 
者 准备 的 . 供 也 有 不 少 问题 末 必 很 难 ,只 是 所 涉及 的 材料 不 关乎 本 书 的 核心 内 容 ， 
不 守 放 在 习题 A 中 .特别 ,内 容 涉 及 打 < ,A 号 节 的 习题 -~ 般 放 在 习题 B rh. 

3 考虑 到 使 用 本 书 的 教师 挑选 习题 的 方便 , 每 章 的 习题 部 是 依据 该 章 正文 
内 容 的 顺序 安排 的 . 

4 所 有 习题 部 表述 得 尽 可 能 简 咯 . 例如 ,证 明 题 仅 写 出 要 证 的 结论 ,而 省 去 
“求证 " 之 类 的 词 ;如 非特 别 必要 ,也 不 解释 题 中 出 现 的 字母 X,Y,A,x 等 的 意 
义 .这 将 有 助 于 训练 读者 的 判断 方 , 宣 于 创意 的 学 生 应 能 独立 讨论 题 设 条 件 ,甚至 
目 编 一 些 更 好 的 题 . 

5 书 末 所 附 的 “习题 答案 与 提示 ”虽然 在 些 简略 ,但 应 当 说 已 经 够 用 . 须知 ， 
一 份 详细 的 习题 解答 对 于 读者 并 无 益处 . 如 果 读 者 在 解答 习题 时 并 不 急于 查看 书 
末 的 "答案 与 提示 ”, 将 会 效 得 更 大 的 收益 ， 


序 


泛 铺 分 析 是 -i 门 很 优美 的 烙 学 , 它 的 高 度 概 括 性 ,应 用 的 广泛 性 以 及 表述 形 
式 的 简洁 性 , 弟 能 激发 善 教 者 与 普 学 者 的 赞美 和 谨 悦 . 记得 40 多 年 前 我 与 我 的 同 
事 们 在 诗 林 大 学 多 次 讲授 这 门 数学 时 ,都 曾 或 多 或 少 地 有 过 这 方面 的 体验 及 经 
符 . 但 于 那个 年 代 由 于 上 利己 对 证 郴 分 析 发 展 史 所 知 甚 少 ,以 致 不 能 也 不 熙 在 教学 
中 论述 有 关 题 材 内 容 思 想 方 法 的 来 龙 去 脉 . 

因此 , 当 我 看 到 裔 适 耕 教授 这 本 《 泛 孙 分析; 教材 时 ,就 特别 欣赏 作为 各 章 结 
尾 的 " 评 广 ” 这 些 评 广 是 在 透 御 理 解 学 科 思想 发 展 史 的 其 础 上 写 出 来 的 , 故 能 清 
晰 地 勾画 出 题材 核心 内 容 的 基本 思想 及 其 发 展 胃 迹 . 灵 然 这 对 初学 者 去 理解 内 容 
实质 和 掌握 方法 思路 极 有 帮助 . 

这 本 教材 的 另 一 重要 特点 ,就 是 对 习题 的 精心 安排 和 区 分 A.B 两 类 .这 样 就 
给 下 俊 程 讲授 者 和 学 习 者 留 有 教学 安排 上 的 选择 余地 和 弹性 . 

此 外 ,这 本 教材 一 开始 就 从 "Banach 空间 "单刀 直入 ,从 而 能 带领 学 习 者 很 快 
进入 汉 耳 分 析 的 核心 内 容 .无 疑 这 也 是 一 种 明智 的 安排 . 

经 上 所 述 ,我 认为 此 书 是 一 本 很 有 特色 与 创意 的 教材 ,相信 将 会 在 我 国 的 泛 
晴 分 析 教 学 实践 中 ,不 断 显示 其 功效 . 当然 ,教学 实践 又 必 将 会 产生 新 知 与 启示 ， 
能 成 为 此 书 将 来 表 版 时 改进 的 依据 . 


徐 利 治 
2001.06.18 于 北京 寓所 
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第 一 章 Banach 空间 


用 一 种 比拟 的 说 法 ,可 将 省 明 分 析 界 冠 为 "无 限 维 空间 上 的 分 析 学 ”; 在 更 特 
skit. SK E: “Banach 空间 上 的 分 析 学 ”. 于 此 可 见 , Banach 空间 对 于 泛 函 分 析 之 意 
S rtl Euclid 空间 对 于 经 典 分 析 之 意义 .因此 ,关于 Banach 空间 基本 埋 论 的 初 
步 介绍 ,和 白 然 地 构成 本 -用 的 第 - - 章 , 读 者 不 妨 将 它 与 数学 分 析 中 的 实数 理论 相对 


dh 


91.1 赋 花 宇 间 及 其 完备 性 


让 我 们 回顾 一 下 熟知 的 Euclid 空间 R", 它 由 所 有 形 如 z = (ritza r.) 
的 个 实数 的 有 序 组 构成 ,通常 将 x ASIE). R 依 运算 
akz) + By) = (az; + fy) 
是 一 个 n 维 实 向 量 空间 .每 个 向 量 x € R 依 公式 


|z| = (3112 2)12 (1) 
计算 共 模 长 .| | 也 称 为 Euclid 范 数 , 它 具有 直观 上 显明 的 性 质 ; 


(i) laz|= le 11 z1; 

(üu)|=+y[|=<% |z i+1 yl; 

(üi) |z| 宇 0;|z|= 0€x = R" 的 零 元 )， 
DE z,y ER a € R. Alr) ER 中 一 序列 ,z € R", 则 

>b) — | >t) — zi 0k — oo), (2) 

一 个 有 重大 意义 的 事实 是 : R" 中 的 极限 论 及 基于 极限 概念 的 分 析 理 论 的 许多 结 
打 , 仅 依赖 于 式 (2) BARRETO — (uú ,而 与 模 长 的 定义 式 (1) 无 关 , 因 而 实际 
上 并 不 依赖 于 Euclid 空间 的 特殊 构造 , 这 就 启示 出 ; 若 某 个 向 量 空间 上 定义 了 一 
种 类 似 于 模 长 的 概念 . 它 上 只 有 性质 (0 一 Gi), MKR) 定义 极限 之 后 ,就 可 将 
Euclid 空间 中 那些 仅 依 赖 于 性 质 (D 一 【ii) 的 概念 与 结论 直接 推广 于 该 空间 ,从 
而 得 到 经 典 分 析 的 一 个 上 其 有 广阔 发 展 余 地 的 拓 广 . 以 上 想法 引 向 赋 范 空间 概念 ， 
七 的 严格 定义 在 逻辑 上 是 很 简单 的 ; 

1.1.1 X j X bt K = R 或 C, 本 书 丝 如 此 ) 上 的 向 量 空间 了 .车 对 


q 即 线 性 字 间 ,有 关 的 概念 可 参看 任何 一 本 线性 代数 教科 书 . 


. 六。 #— Ë Banach 空间 
每 个 x € XX, 指 定 了 一 个 实数 rl , 称 为 x HREL, CETERAE.: 

(NO FRH: ler! = ,al|zx||: 

(N,) CADEA: etyl < lz] + "yi; 

(N 正定 性 :| z] = 0; Iel -0x = 0 
(LE r>,y € X,a C K), MERX ARW E “= [8] , AEA SR 7 == la] , 10 SE H 3f 
指出 范 数 时 与 作 (和 ,| ° [DEK = RCA C), ME X ALA) 赋 范 空间 . 

AEX 1.1.1,R" 就 是 一 个 实 赋 范 空间 ,其 中 的 范 数 即 Euclid 范 数 (1). 类似 
地 ,同一 公式 {1) 定义 的 范 数 使 C" 成 为 复 赋 范 空间 .今后 以 K" 2Z48 R" 15 Cr = 
经 徊 用 作 和 解释 赋 范 空 间 概念 的 模型 ， 

与 特殊 的 Euclid 范 数 不 同 ,定义 1.1.1 中 的 范 数 |+ HEREHEREA. A 
看 丰 来 ,这 似乎 是 一 缺点 ,实际 上 ,这 上 正 是 赋 范 空间 概念 的 优点 :本 质 的 东西 其 实 
只 是 公理 ON1) 一 《NN3), 范 数 ri 的 具体 界定 正 是 要 舍弃 的 ， 

以 下 设 X 是 一 个 给 定 的 赋 范 空间 ， 

我 们 将 大 量 借 用 通常 的 几何 术语 ,以 加 强 与 
平常 Euclid 空间 的 类 比 . 例如 ,和 中 的 元 称 为 点 或 
HE, HE + 亦 解 释 为 从 点 0 到 点 x 的 有 疝 线 段 
(B11 - 1), el WEKE” — f KR23 2 
非 是 说 : 二 角形 一 边 之 长 不 超过 另 两 边 长 之 和 .如 
同 在 R" 中 一 样 ,由 公理 (NN;) 易 推出 : 

ori lal; (3) WHI- 
ll 1 — jlyll|< |z yl. (4) 
你 应 当 能 说 出 这 两 个 不 等 式 的 凡 何 意义 ,对 任 给 zy € X, SR |x - yl 为 点 xz 
F y ZAER, ELE &fz,y). 更 一 般 地 ,对 任 给 4 BC XE 2 A 5 B Z] 
的 距离 为 


dlA,B)= inf la-2l. (5) 
约定 diz, B) = dlizl, B) EX A 的 直径 为 
diamA = sup |z — yl; (6) 


` diamA < =o 时 称 4 为 有 界 集 . 

有 六 距离 ,就 可 撒 述 X 中 两 点 的 接近 程度 ,而 这 正 是 定义 极限 与 连续 性 的 基 
础 . 设 iz,| 是 XX 中 一 序列 ,x EX. 几乎 原封 不 动 地 套用 R" 中 的 极限 定义 式 (2)， 
规定 在 外 中 


Co Mi AEREE E r 的 范 数 与 函数 x 一 | z .今后 引进 的 内 积 , 度 量 等 术语 亦 
有 类 似 的 特点 . 


$1.1 赋 范 空间 及 其 完备 性 . 3 ' 


r, was | r, — 0 (n -> co), (7) 
ia, = r HP. IREF r, t ORALRDO ea TARER +. 也 写作 
lim. z = m lim. t= 


这 普 从 数学 分 村 课程 中 部 识 的 许多 极限 性 质 ,如 极限 的 唯 “性 及 收 全 序列 的 有 界 
FE APRI E SEPEN E | “于 振 范 空间 中 的 夺 列 极限 , 且 励 需 逐 一 重新 论 
i. LIU Euclid EPP APERET hE H ARa HR REEE — GD ( 对 应 峨 
ENIAN) - (Ma RUE Y. A — M: s ATF ERRU F. BETE X Pen- E 
Kil e, alu > oo) Wia, WEAR EAREN A > 有 ,使 | 秋生 (YE 
N). j L 
|| ar ae las | atn ar | + at aor, (HN;)) 

-eal -rl + le —a rl AN) 

s Alla, zl + 
HIY er -> Qa , X 0 uEBJ ASTA 

EIR Oa S Kapal Kas SE) A r, € X(n - 1,2.) ,5 一 Nz, 
soraia r o), ME EES 9 》， Ea WAF r IIE z = EME- >| E 
MC, MIR A r, BIER. 

区 此 ,读者 或 许 会 认为 赋 范 空间 中 的 极限 论 原来 很 简单 ;无 非 照搬 老 的 极限 
写 增 自己 -但 你 不 本 过 分 乐观 ,我 们 马上 就 要 指出 一 个 不 能 简单 照搬 前 极限 定理 . 
FEARR AUT de E REDER E E 

Cauchy KARIE 数列 ir, 路 策 的 充 到 Fle 

lim | Pa O0, (8) 


Q, — a | .r= Qf — co), 


NE 
Ye >0,3N.Vim,n EN: | tje. 
然 凋 ,， 般 赋 范 空间 中 并 没有 类 亿 的 结果 ,因此 寄 要 以 下 定义 . 
1.1.2 Æ ERRE H 中 的 序列 站 满足 如 下 Cauchy 条 件 
lm. Faal = 0 (9) 
{XC 和 WIRK Lr, 25 Cauchy 列 . 各 所 由 所 有 Cauchy #JPF0 8 , 则 说 和 是 完 
Pri. JFPK X X Banach 空间 . 

FLPE h KAUFE I Cauchy 列 ; 而 Banach 空间 中 的 Cauchy Fte EL r 98 
Jr]. ai CA iR, Banach 空间 正 是 使 Cauchy We S Bš EE pÉ zz BO 8k 96 a> iB. 鉴于 
Cauchy HZ 22 a PH zé BF A 09 H€ EE, a TE Z ek 5 Er P a 58 18 H) 
Banach lil, 0 A 6 8 A z lB] MA gË SE 2538 I 395 

Cauchy ssi p KU] K hr Banach 空间 . ama s H, K" JPE Banach 2 


. Ú ° #— 3 Banach 空间 
间 . 下 面 考 虑 一 个 无 限 维 Banach 空间 的 例 于 . 

1.1.3 例 Ro ER IFFR, BR) EO EKARO) 是 数 之 全 体 ， 

它 显然 是 一 个 实 (或 复 ) HET. IEE u € BJEN u 的 sup 范 数 为 
|æ lo = supl zt<) (10) 
直接 看 出 | ` lo 满足 范 数 公理 (NU ~ (N AECC), | - | |) R — T WO 
空间 . 设 usun € B(O) a = 1,2,…), 则 
fw — u llo — 0 lim supi u (xz) 一 er = 0, 

可见 BCA) FIK sup 90k ok E rr. kilu, l AE BUR) rh o Cauchy 列 , 则 

Ve >0, JN, Ym, n >N, Yr E OQ:|u, Ca) ule) <e (11) 
HE z C nR, (11) 表明 数列 ja r)i WE Cauchy FiF, REER ule). EL 
HEHE n >N, m— o4 

u(z) o u (z)|S z (Yr € Q,.n > N); 
对 xz RER, 
TauioSe (Vn N). 

这 表明 = ú, + (u — u) € BO) R || u, ullo 0(n — œ), au B(A) 
是 一 Banach 空间 . 

厅 太 是 XX 的 问 量 子 空间 , 则 A 依 X 中 的 范 数 同 样 为 赋 范 空间 ; 茶 再 假定 A 中 
任 一 收 敏 六 列 的 极限 属于 A, 则 称 及 为 区 的 闭 子 空间 ( 团 集 的 一 般 讨论 见 $1.3). 
以 下 简单 命题 是 常用 的 . 

1.1.4 命题 设 4 是 赋 范 空间 X 的 子 空间 . 若 A 完备 , 则 它 是 X 的 闭 子 空 
j; r X SG erl A 为 用 子 空间 , 则 A 亦 完备 .因此 ,Banach 空 间 的 子 空间 是 Banach 
空间 的 充 避 条件 是 它 为 团子 空间 . 

证 明 吓 平凡 的 , 留 作 习题 { 题 2). 

命题 1.1.4 常用 来 判定 其 些 空间 的 完备 性 .例如 , J = labli < b, 
然 CD ERER RAZ EIO E BOD 的 子 空 间 . 苦 ee € C(O){n = 1,2, 
下 0, 则 4 地 (一 致 收 化 ,参看 1.1.3), 于 是 由 熟知 的 数学 分 析 
mA u € C(J). nj COU ë B(J) BAFE E, A ñ C(J) 亦 为 Banach =u]. 

TZ RRR ren iw At, E| X JU SAW 28 [a] , INI S tE E.T: H 4 PF 6 ni 
HÆ ax Spy 

1.41.5 定 义 没 必 ,了 是 下 上 的 随 个 赋 范 空间 ,其 中 的 范 数 都 记 作 | e. 


D 今后 概 如 此 ,这 并 无 泥 清 之 虞 ,内 当 写 出 某 个 范 数 | + | 时 通常 总 可 以 从 上 下 交 判 晰 
出 了 属于 哪个 空间 . 


RLI AZF TETE . Š °. 


此 存在 线性 问 构 4 :和 一 下 与 常数 ,8 > 0, 使 得 

a'l s Tel =< R8| +z (Vx € X), (12) 
虽说 X t Y HEME 3EBK T HAX 到 了 的 一 个 拓扑 同 梅 ; 若 人 满足 ‖Tr| = 
Iri cYa E X)W T AHED. A x 等 距 癌 构 于 了 的 某 个 子 空 间 Yo, M 
说 X u Sepak N Y; r Ea: Y SC Ge H hp y € Y 是 Yo 中 某 序 列 的 极限 , 则 
涪 Y N 的 完备 化 . 


以 Ti 上 的 单位 算 子 (或 称 民 等 算 子 ) .PBl L, = z( V y €C X). || ° | 5 
| + J L N FAR rE, RI 
[:(x,| 一 人 ,| + | ) 


BHAR EJ ,这 意味 者 存在 a, B 之 0, 使 得 (对 照 (12)) 
alal & Bal s |z] (YrExX), 

则 说 上， | |. | PX F0928426088. 

由 (12) 直接 推出 : | z, x | -+09 || Ten- Tr | — 0n — œ). AE, 2 A 
X 中 基于 概 限 的 所 有 结论 通过 拓扑 问 构 人 自然 也 过 滤 到 空间 Y; 或 者 说 ,就 涉及 
极限 的 和 性质 J 向 证, 互相 拓扑 同 构 的 赋 范 空间 实质 上 毫 无 区 别 , 因 而 完全 可 互相 圭 
T. 机 应 地 ,对 于 所 有 某 于 模 限 的 问题 ,同一 空间 上 互相 等 价 的 范 数 是 没有 区 别 
H. 到 于 村 相等 邮 辐 构 前 赋 范 空间 , 则 在 涉及 路 离 的 问题 上 上 亦 无 区 别 , 央 而 可 大 作 
抵 企 枯 同 的 赋 范 空间 .不 过 ,下 相 拓扑 同 构 的 赋 范 空间 形式 上 可 能 相差 甚 远 , 实 际 
判定 两 个 赋 范 室 丫 是否 拓 扑 辣 构 往 往 不 易 ., 但 我 们 还 是 有 以 下 重要 结果 ， 

1.1.6 定理 K |: 的 所 有 a(€ N) 维 赋 范 空间 互相 拓扑 同 构 . 

正明 放下 $1.9 中 .这 个 出 色 的 定理 的 意义 是 显而易见 的 .既然 所 有 x ER 
范 空间 互相 拓扑 同 构 ,我 们 只 需 取 其 中 之 一 作为 标本 人 研究 就 够 了 . 最 简单 的 标本 
当然 中 K". A K 完备 , 故 所 有 有 限 维 赋 范 空间 都 是 完备 的 ;这 又 推出 任何 赋 范 空 
问 的 有 线 维 子 空间 必 是 闭 的 {用 1.1.4). 其 次 ,将 定理 1,1.6 用 到 K" 得 出 ,K" 中 
代 何 范 数 必定 二 相等 价 . 例 如 ,R" 中 的 范 数 


n 


1 
DE Y HT Euclid 范 数 (1) LEKSALA TA N. 

客 于 元 备 性 的 重要 性 ,自然 提出 一 个 问题 : 赋 范 空间 "一般 地 ”是 完备 的 吗 ? 
四 省 是 省 定 的 .例如 ,由 1.1.4 推 出 ,即使 X 是 完备 的 , 它 的 非 闵 子 空间 必定 非 完 
符 . 粗 略 地 说 ,不 完备 的 空间 中 存在 孔 注 ,使 得 有 些 Cauchy 列 的 极限 (它们 本 应 寿 
侍 ) 共 这 些 蕊 院 中 请 掉 了 ,那么 木 完 顷 空间 能 骆 “ 修 补 " 成 完备 空间 ? jg E ze 
的 . 


xr > 


即 保持 线性 运算 的 双 射 . 
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1.1.7 定理 Qamr 间 必 在 在 定 备 化 ; FQ 26 B] 89 Br 8 ë arik, H. li 
等 距 回 构 II KE | RE 一 的 ， 

这 一 重大 结 PERTENO A. 不 拟 给 市 .在 上 2.5 中 我 们 将 给 山 一 个 
极 简短 的 间接 证 朋 . 


$ 1.2 国 数 空间 


EIZA AAA HP A LAY Banach 空间 ,大 和 多 以 国 数 空间 (包括 序列 空间 ) 
EJEA I. R rh h2 l 6 I V iw IEA qY RAES aj: L? SH EC RK 
TA ETAR H AR B< aj 55“ RA a, — AEA a H K E fh e 
TRAE E AEA EH. 
BF J = [a,b] CRa <b lapo, p l+ g l, Hp nl 
gq = so, p= co H| ç = 1.6 m i! Lebesgue WE. zT LTMA ulr), 
SH LP 范 数 为 


h l/h 
ñd 二 OO -= 
lell, = [ilean] s 1ps (1) 
m” mt _, Sup | u(xz)|, p = °°. 
LGJ) = jauciu ÆJ CRAWIA. | < 1, < sei. (2) 


# p < So MER u E LI) 为 p 次 可 积 函 数 ; 而 人称 wx E L (J) 为 本 性 有 界 函 数 . 
# ustun € LPJ Xn = 1,2,-:), |, — u ||, > Ü(n — co) MKE R i u, 1 L ik 


$T u TUE u, (n -> eo), X p < oo BÍ, L? KAERA p WI E Fil pk 


EJE r;l 次 平均 收 敏 就 简称 为 平均 收 伍 .ms Lulan — oo) 意味 着 曲线 
u, = u (z) ju txz) 所 夹 面积 趋向 于 零 (图 1 - 2). 注意 这 不 排除 对 某 些 
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zte) ute), 保持 很 大 的 值 .因此 二 ! 收敛 与 通常 的 "处 处 收 伍 " 有 很 大 益 
别 . 当 1< 0 < ee 时 ;大 收 贫 亦 有 类 要 的 直观 意 冯 ， 

1.2.1 ER 站 认定 了 上 了 鸯 个 几乎 处 处 相等 的 蚂 数 为 同一 元 率 , 则 工 所 六 以 
Le 范 数 是- Banach 空间 . 

证 AUI < p< so( p -1,oc 的 情况 是 向 单 些 , 贸 给 读者 昌 证 , 见 题 6). 
利用 不 等 式 

[u tollia t l E, 

FaU LIG) Ehh. FA R ECRAN ) ~ (N,) 及 完备 性 条 
PFO. 1.2) 满足 

1 RIAR EEE | ， ,满足 (N10) ,(N;3) ,因此 只 需 验 证 (N;). 为 
HEE yA FAE: 

ay ° s ar t (1- a)y,0 < a < l.r.y =: Ü. (3) 
AI a > y. BLE y 50,85 olr) = aí + (1 -a)y- yne MJ 
F(x) = ail (yrr) e] > 0(Vu > y), 
是 ptr) = gely) = Ü, HHR EEG). 
现在 利用 (3) 米 建 .车 名 的 Hëlder FER: 


| HU | l a | t | p | T | u" t € LPh(J), u E 工人 中 了) (4) 
个 妨 设 lalalo , > 0( 省 则 式 (4) 上 自动 成 立身, 于 旦 
ee _ [ | uv | J 
Lalala , da Waly iol,” 


pf lalt y Jele yl 
-| (0) kr dm 
i È ' 7 


I ! al ul? 
sI + — 
i u lè a| 8) MSD 


P g 


ARMEER. 
现在 利用 Halder HEARKE 28 2838 OE vc LG), E 


| u 1 vlg- | |z + o|l|a + 2 lla 
if 


ofh b 
<| Ia) lt wt dmn -f | | 
H 


arul, + kalpi iut 12 E (用 (4)) 


=( wlipgt ul, utu |Z, M 1l)ç = p) 
这 排出 lata; s lal, Mol, 
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2* 证 完备 性 . 设 jaui PL LOD 由 的 Cauchy 列 , 即 
Ve >0,3N,Vm,.n Z N: || u, u, ll, < e. (5) 
Hz ? | > 0, 使 得 


| Hn — Hn, |, <2! (V 2? — ni). 
次 肥 n > #1, 使 得 
lu, u, |, < 2 ° (Vn n). 
如 此 继续 ,得 出 递 升 的 指标 ni < na <o < w, < 1G 
|, Hn, | | < 2 “ (Yr npk = 1,2,5). (6) 


令 o, — Un y Ma U T > el. (6) 有 | z |, <2, Ta 


I e ,= f lim( >; | | val } dm ] 
= im[ | [2 | vl y do | k (用 Levi 定理 ) 
= im| > i "| ul |, 
< lim 2, "| vl, (用 三 角 不 等 式 ) 
< 一 < >, 2 一 < co, 
aR o €C LAOD XREN 2 < co a. e. , 即 级 数 >， ve TEJ 上 元 乎 外 处 绝对 收 合 ,从 


WU lu, | 几乎 处 处 收 人 证. 设 Un sae. (k — ©). 任 给 es > 0, 出 (5) 有 
| Uu T i |, <e. (n,n, =N) 


由 Fatou TM, n 2 N Bf 


h 
lu a p= | 
让 Ë 


Slm! Hn Hy t =< EP, 
HAR |a, alla Selya > N). ME u = =, + (u, u) € LOI), H 
| un — ue ll p > 0(n — oo), ËI u, Su. 完备 性 得 证 . 口 
LA 798 PIR iH, fE LAO ) 的 完备 性 证 明 中 ,Lebesgue 积分 理论 起 了 关键 作用 ， 
而 Riemann 积分 则 不 胜 此 任 . 可 以 让 明 ( 册 S L.9): 


1.2.2 命题 — R!(J)= luiu) ÆJ KE Rieman MRAR, MD R (T) 
E L) 的 非 财 子 空间 ,因而 是 不 完备 的 (参考 命题 1.1.4). 


tig Ha, P 


9 1.2 国 数 空 间 9. 


ER, j RID E, LD 上 其 有 里 多 的 元 素 ; EOR EAE 
KO ERX IRAR REAIS LUO 348 Y MTE ER AAA 
ju BERA KTE rtJ 3:92 RETT REEE. 
FAREI D C € Z,), 它 定义 为 
("(J) — iuit € CUNO e =Ç r)i, 
SJ CI = CUE MS 


CH o, nax lai) llou € CI), (7) 
Hop = aip. 1.5) HF u u, € CUa — 1,2,70), 4 
Ha TNH = > || utt’ 一 nt) | 0 一 (Ü) (n — È = 0,1, e,r) 


utt? = t) {n -> Ë =, l e,r) 

(EIL LI 对 应 于 二 21 我 们 有 

1.2.3 命题 (CCO - H ,) 是 Banach 空间 . 

证 CU) wike nRa, ERAN O) ~ (N) 的 验 让 也 是 容易 的 ,只 需 
M tE ria, i k COD PE Cauchy 列 , 即 

lim | u, nl, = 0, 
IK) | 
hm l lb att S =Ü, £ =l, r 


iil a 


HIEN ILA i CT EO 0er), Ta 是 CO) 中 的 Cauchy Fi). 因为 
(((J), | - | n) r, 所 以 存在 Ue € CO), 使 得 | utt) — Uh m — Ü, 即 
和 的 数学 分 析 定 理 有 ; 


LE) ta—!1) 
Ha — v rH E up-i T TU Te 1 


(Ë = 1,2, r) AHL u = tl 一 vpk = 1,2, r. HIE u €E C), H. 
u, -一 DC > oo). E EHF. [| 


这 样 , 我 们 得 到 了 两 族 空间 COU) 瑟 工 气门 ,它们 构成 一 个 傅 来 傅 大 的 空间 
TEHE: 
L ENDE HDO eC CU) 
C LU50)C LPOUDC LP 0J)C LJ), (8) 
Halil < p < p < eo. 
WK R ERARE J Ja KOK EREE L 5C, AESA E 


TPAR Riemann 可 积 的 充 要 和 杀 件 是 几乎 处 处 连续 {网 [13,Th3.4.17). 
-ls AAE GL 范 数 相 混 .不 过 ,本 书 中 | f -EME H Bj 


— paan 
x 
mr 
cJ 
- 
i 


次 有 明确 dw. 
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—ODITI - -— —  — 一 一 一 


新 的 论证 , 研 可 达到 与 1.2.1 及 12.3 问 样 的 结论 ,只 是 彤 式 上 里 繁 些 轩 了 .下 耐 
RREH IG, 和 > ERRATA 2.1 与 1.2. 3 补足 必 划 的 证 明 . 
CRR, a) k — MJ in]. xT Q EA uW u, S 


(j lodn) ©, 1 == p < °°; ， 

EPS 4028 (1) 
int sup, | ul.r)|, p °, 

LO -iuiu eQ ERIM ARRA Ja, < sol. (2) 


drO LILAR Sp s AAKE CLC), | ， r) 是 - Banach 空间 . 相 

Hb. L? ERO L KA TRAA ADDE. 当 需 指明 所 用 测度 ¿ 时 ,将 LA) 

TE LECO e) BEAZOR, AGE L OCR WARF SAA, i LOO 

FREN LOCO, m) ET m H n 3k Lebesgue WE. ER O — N, # HN ER 

煞 测 度 ( 抑 [13,p.43]) , 则 通常 记 LON, p 为 AHER z = (r) € HOOR 
(i), 1&p<%,; 

T| 73 o (P) 
Isula], p-o. 


P 是 如 简单 的 无 限 维 Banach 空间 之 ,常用 作 解 释 某 些 概念 与 结论 的 模型 . 若 
Lap E ta E Or = (z) € y = (y) € /# Ña Holder 不 等 式 


q 
Xasis laz]. 411, (9) 
(对 最 不 等 式 (4)) .在 (9) 中 取 b = ç = 2488] Cauchy 不等式; 
Dy, < >, |= Yla). (10) 


2 RO R 中 一 有 界 闭 区 域 ,rE Z .BC lC Q EAr Wika tes 
的 实 ( 或 复 ) Afe, 


la = max | Iu |a, u € CN), (7) 
Err 
plal y 
Ju = w. 
J hul ye. 


a T (aj as s a E Z, lal = >a, FS s 此 处 日 = (0.0,:: 0 € Z”. 
MC (O), e H.) i - Banach EB] EHP ，。> u(k 一 0) 意味 着 在 0 上 
d° Som (k rœ, als r). 
各 空间 1200) R OA) E iyO83kik (SO 值 , 则 L) 或 C'( Q) 是 实 
Ci Banach 空间 .不 过 ,本 闻 的 讨论 及 今后 的 应 用 一 股 与 所 取 的 数 域 无 关 . 


$13 点 # 


设 XX 是 给 定 的 峰 臣 室 问 .本 节 的 任务 是 : 偿 助 二 平常 的 几何 术语 ,对 站 中 点 
集 的 构造 给 出 菜 种 形象 化 的 描述 .读者 可 能 会 感到 ,本 节 罗列 的 概念 很 多 ,而 重大 
王 论 夫人 少 .然而 ,所 述 内 容 对 于 各 个 沁 欧 分 析 都 是 很 基本 的 ,今后 几乎 随时 用 到 . 

首先 让 入 球 的 概念 , E Æ Banach 空间 理论 中 一 个 基本 的 辅助 工具 . 给 定 
a € X.,r > 0, 


Bla)= rE X: im — a <r}; (I) 
Bla) jrE X: ïz 下 过 (2) 


LAPRA X Pa 为 心 以 上 为 半径 的 开 球 与 半球 , 而 称 
S, la} & H (a)\ B (a) 

为 球面 AH 3 fB R B (a), B, (a) 写作 Bla,r),B(a,r). 

L3.. EX WAC X, € X. 

(i) HEE r > 0, AË B (r) CA, 则 称 xz 为 A 内 点 , 称 A 为 + KRD, L A. 
WA 的 内 点 之 全 体 , 称 它 为 A 的 内 部 . 

(i) fi Vr >0,4 ANB G) A, MRE + 为 A RARS. MAiA 的 触 点 
之 个 体 , 称 它 为 A WAE. 

GID $ JA = ANA BCE A 的 边界 ,其 中 的 点 称 汶 A 的 边界 点 . 

(i) Aa ECAN ri MEE z A 的 但 点 或 极限 点 ,以 A’ 记 A 的 聚 点 之 全 体 ， 
REX A 的 导 集 . 

如 下 设想 A 是 通常 的 平面 (或 空间 ) 图 形 , 则 关于 内 部 , 闭 包 ,边界 等 概念 的 
百 规 钻 象 是 极为 明显 的 , 正 是 这 种 直观 印 锭 为 理解 上 述 诸 概念 提供 了 主要 药 启 
下 ,但 待 充分 利用 .但 也 应 注 意 ,不 要 以 直观 印象 来 代 符 逻辑 论证 . 

加 一 概念 可 从 多 种 不 同 角 度 来 刻画 . 以 闭 包 概 念 为 例 说 明 如 下 ， 

1.3.2 命 题 BATX, zE X MUFE. 

(Da C A: 

(u) ETEA r IC A, E ,, "= 0) 

lu día. A) -— 0; 

vla C AUA. 

WE GUD. ae EAMEL, Yn C€ N Jr, EAN Bal) FE 


| t. ! 1， i oo). 


镁 常用 的 是 片 邻 域 ,特别 号 球形 邻 束 . 但 限于 使 用 开 邻 咸 并 无 必 乾 ， 
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ri 


GDG. la, CC A,..r, > xía =), M) 
dlr, A) |r- z, | —0 (n — °) 
{参考 1.105)) ,这 推出 d(x ,A) = 0. 

GiD=>Gv). Edle, A) = UMUDA z, € Aln = 1,20) fÈ | z - =, | 
> Din > œ). H r € A. MD z Z z,(n = 1,2,…). 于 是 对 任 给 7 > 0, n ë 
分 大 时 r, C (Airi N B, (r), ARH + € A izl Bfr EA’. 

V>. Br € A U A. zx €C A, MER > E A. r z € A, M 
r€ ANIGII CA. C] 

从 1.3.2 及 1.3.1(i0) 得 出 

A =AUA -A'U3A. 

1.3.1 E V WI Su 5 Bu bt an. CEREA EARTE, 
LI FRA A mR T ARSTE. 

1.3.3 命题 ” 设 A,B C 忆 XX, 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) A = (ASA = A“. 

(ü)ACA;ACB=ACB;A -A;jAU B= A UB. 

(ü) A CT A A C B>A C BA = APAD B> = A° í) B°. 

证 G)x €C A, >0:B (r) C ASG@3r>0:A NB (z) = COr EA, 
这 表明 A = (A) .进而 有 : 

À = (A0) = RD" = At, 

(ü) ##8& AC A,AC B>AC B,ACA.# +z € 有 A, 则 由 命题 1.3.2 有 
tral C A, WË z, — rin — co). BE y, € A N Binalaan = 12…), 风 
y, > rín — œ), r E A RMU A = AH AC AU Bë#A CA UB; 
BJEBC AUB,BRAUBCAUB #r€ AUB, WAir, IC AUB, 
使 x, 一 了 .不 妨 设 有 jz FA ent CA BEE zn 一 工 得 z € A, 从 而 
r€ AUB,PE3RISA U B = À Ú B. 

让 出 {让 ),《(5) 及 集运 算 的 对 偶 律 得 出 .例如 ， 

(A YB = [(A 1 BY] = (A Ú B:): 
-A UB) = (Aty NN (H) 
AN AB. [ | 

Hege Ee t me E ENE. 

L34 EX P AC X. 

{0 A A GMER A 为 开 集 . 


J WEAR, (UJ Ay -ANANA =U A. 


1.3 点 # ` 13 ， 


GD SA + A, MFA RAE. 

站 合 13.1 一 1.3.4 易 得 出 以 下 结论 ， 

U AERE SAC ASA PRAAN. AWE, A ENMRERKRA RA 
HEt i x 邻近 的 点 .因此 , “微小 的 扰动 ”不 会 使 A RRB A 外 .鉴于 此 , 开 
集 常 用 米 表达 某 种 性 有 奈 的 “稳定 性 ” .例如 ,在 n 阶 实 秆 陈 的 空间 R” 中 ,可 道 矩 
蛤 之 爹 体 构成 一 开 集 ( 试 证 之 站 ,这 意味 着 ,矩阵 的 “可 道 性 ”是 一 稳定 性 质 , 它 不 
国 微小 抗 动 庙 被 破坏 .这 样 的 结论 在 实际 问题 中 盛 疑 足 很 自 意义 的 . 

2 A EHE SAC ASIA C ASA CASA 中 任何 收 全 序列 的 极限 属于 
让 -因此 , 团 集 可 刻 加 为 “对 极限 运算 对 办” 的 集 .全 如 ,在 空间 C(UJ) :F , dFf 838 
组 成 -AR u, 0n = 1.2... u, Eu 时 必定 4 主人 但 “ 正 函 数 ” 不 组 成 
HE. 

关于 开 集 .也 集 运算 性 质 的 以 下 结果 有 基本 的 重要 性 . 

1.3.5 定理 (0) 设 ACX, 则 A EFE GA 是 闭 集 . 

GD 关中 任意 个 开 集 的 并 及 有 限 个 开 集 的 交 是 开 集 . 

GD X 中 任意 个 闭 集 的 交 及 有 限 个 闭 集 的 并 是 闭 集 . 

证 (O IK1.3.3G) T A = ASA A“ = Ac A BI A EJF4 —A: 
EHE. 

GO # A. C X(: € 7) 是 开 集 , 则 由 

UA, = UA; C (UA,)° 
HUA, JWE ZA, BCX KEFE, W H 1.3.30)4r 
ANB=ANB = (A [n B>, 
呆 见 A 位 B 是 开 集 .进而 用 归纳 法 得 出 有 限 个 开 集 的 交 恒 为 开 集 . 
(iu) WG). GD 及 对 倘 律 得 出 . Li 
ETRA X,2 是 XX 中 的 开 集 (向 1.3.50), ee ) .这 一 结论 
51.3.50) 一 起 表达 了 开 集 族 的 特征 性 质 , 文 献 中 称 为 * 开 集 公理 ”, 赋 范 空间 中 
点 集 沦 的 所 必 基 于 极限 (但 不 涉及 其 他 关系 ,如 代数 运算 .距离 等 ) 的 结果 kn EL 
天 集 公理 的 逻辑 推论 . 这 一 事实 启示 大 们 去 建立 侈 仅 依 赖 于 开 集 公理 ,而 无 需 任 
何 范 数 概念 的 点 集 论 ,这 止 是 点 集 折 扑 学 的 任务 ,我们 将 在 $1.8 中 作 初 步 介 绍 . 

至 此 ,我 们 依然 不 很 清楚 , 如 何 利用 已 建立 的 点 集 概 念 与 结论 来 揭示 空间 的 
ZJ ,而 这 在 不 上 必 中 是 主 关 重要 的 . 在 赋 范 空间 的 研究 中 ,基本 的 困难 是 空间 过 大 
Y , 巧 也 育 本 多 的 元 素 ,因而 难以 把 握 . 例如 ,空间 L?[a,5] 除了 包含 [a ,5] 上 的 
折 有 连续 琢 数 之 外 ,还 包含 "更 多 ”的 性 质 很 差 的 函数 ,这 使 得 似乎 很 难 在 如 此 壹 
毯 的 对 象 中 解决 同 题 .能 省 仪 仪 依赖 于 空间 中 少数 挑选 的 元 素 作 为 “基干 ”, 而 其 
你 的 孔 素 可 从 这 些 基本 的 元 素 表示 出 来 ?这 就 是 基 的 往 念 .实际 上 , 在 线性 代数 中 
Cie THERES r. 一 个 (有 限 维 ) 向 量 空间 X 的 基 , 是 一 组 线性 无 关 的 元 
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Tes ez r e 1, 使 得 每 个 了 各 X 可 天 为 el ,es,，… ,es 的 线性 组 合 , 用 记号 表示 就 
Jë 
X — spanlel,er,"*, en!. (3) 

EEY F... wF X 的 研究 ,公使 用 个 元 ei e e, 就 够 了 .如 此 带 来 的 简 
化 何其 明显 ! 现 在 ,我 们 要 将 同一 思想 用 于 一 般 赋 范 空间 . 不 过 ,不 像 表达 式 (3) 
那样 仅 用 代数 运算 ,而 且 也 要 用 棋 限 运算 ,简单 地 说 ,我 们 的 任务 是 :在 赋 范 空间 
X 中 挑选 一 个 较 小 的 子 集 4 ,使 得 每 个 x € X #En[ HA 中 的 元 通过 极限 运算 与 代 
数 运 算 表 示 出 来 ,因而 某 些 问题 只 需 在 A 上 好 理 就 鹏 了 .这 一 考虑 导致 一 系列 概 
念 ,它们 在 Banach 空间 理论 中 具有 基本 的 重要 性 . 

1.3.6 定 多 TWA,BC X. 

GFA = X WRA 为 X PRAE, RKA RRE ABCA, MKA E 
B 中 稠密 , 当 有 ACBCA 时 称 A 为 B 的 稠 子 集 . 

(ii) 若 spanA = X , Bl span A JHE , 则 称 A 为 的 基本 集 . 

(Hi) EA = le, in NI, 每 一 个 x € 义 可 唯一 地 表 为 1e,1 的 无 限 线 性 组 


pan 
=: 


x = 2 aer, (4) 

WFR A 为 和 的 基 或 Shauder Æ. 

(iv) fr X PATRIE, M A 为 可 分 空间 .一 般 地 , 若 吾 含有 可 数 的 秽 
子 集 , 则 称 B 为 可 分 集 . 

直接 从 定义 看 出 ,大 A 是 疼 的 稠 集 , 则 每 个 x € x aj A 中 某 个 序列 的 极 
限 ,或 说 上 可 用 A PITE E A BE: X 的 基本 集 , 则 每 个 x € 久 可 用 A 中 元 的 
TERAJU. 显然 , 稠 集 与 Schauder 基 都 是 基本 集 . 另 一 个 常用 的 简单 结果 是 ， 

1.3.7 命题 Xh eoo X 有 可 数 的 基本 集 . 

证 ”只 需 措 明 ,在 太 是 下 的 可 数 基 本 集 ,B 是 A 中 元 的 有 理 系 数 线性 组 合 之 
全 体 , 则 B 是 可 数 集 (参考 [13,Th.1.3.8]), 昌 BB = X, Am X Enw. oO 

现在 考虑 一 些 具体 空间 中 基本 集 的 例子 . 

1.3.8@ 1 e 一 《0,…,0,1,0,…),1 在 第 i 项 . 今 指 明 |e,:i€ Ni 是 
空间 PUS p < ce) 的 Shauder 基 ,因而 亦 是 总 的 基本 集 , 于 是 立 是 可 分 的 . 事 
E, r= (x,) € P H 2; | zx, |” < co 推出 : 


É — Varel = ` |z, | — 0 (n — œ), 
r=] 1an 


这 正 表明 > = $)” re. 


为 行文 简便 ,今后 称 ie, | 为 上 4 的 标准 基 . 当 涉 及 部 与 fei 而 未 加 说 明 时 ,总 假 
Elei EIEH. 
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2 ik [a,b](a <b). & 
A = Ya z € Ji. (5) 

Niy DL spanA HJ FEIET REN. H5 tiA a € LP(J)(1 = p < eo) u] 
用 阶梯 丽 数 p 次 平均 逼近 (参考 [13,Th.4.2.3]), 故 A 是 L?(J) 的 基本 集 .注意 
到 式 (5) 中 可 限定 z 取 有 理 数 而 使 A 为 可 数 集 ,可 见 空间 Lp (J) 是 可 分 的 . 

用 稍 复 杂 的 方法 可 以 说 明 : 对 任何 虽 CCR" ,LP(0)(1= p < °o) 都 是 可 分 的 . 

FA = Im”: n El W spna 后 是 多 项 式 之 全 体 . 于 是 由 著名 的 
Weierstrass 定理 得 出 ;spanA = CO, AT A ECO 的 基本 集 , 日 COU) 是 可 分 
的 .注意 A BEL (DOS p < co) 的 基本 集 . 

一 般 说 来 ,为 充分 利用 基本 集 的 好 外 ,通常 应 将 它 取得 尽 可 能 地 “小 ” ,而且 其 
中 的 元素 足够 简单 ,或 已 被 充分 研究 而 容易 把 握 , 因 而 容易 在 其 上 建立 某 些 命题 ; 
而 遂 过 一 个 极限 过 程 ,就 可 将 这 些 命 题 推广 到 全 空间 上 .这 种 方法 在 整个 泛 函 分 
析 中 具有 基本 意义 .下 面 看 -简单 例子 . 

1.3.9 例 设 J= [a,58j(a < b), A EJ 上 的 阶梯 函数 之 全 体 .对 任 给 
n € N, EX L!(J) EEZ 


f, u) = | u(z)sinnzdz, u €C LI(J). 


不 难 验 证 liny Xtar) =Y r C J). AMEH, V uE AH limfala) = 0. HH] 


用 A 为 笛 集 推出 上 述 结论 适用 于 任何 wx € L'() .事实 FF,Ye >0,8 2 € A iE 
la — ul (< s; N > 0, 使 得 


ADi ce (Yn N). 
M a > N 时 有 有 


[fa fot | AERAN] 
< e ú u{x) — o(z)llsinazr| dz 


= € 十 e (5 一 a), 
可 见 limf, ( u) =0. 已 证 的 事实 就 是 熟知 的 Lebesgue 引 理 . 


在 1.3.9 中 所 用 的 方法 ,在 $2.7 中 将 予以 系统 化 (参考 定理 2.7.2), 并 加 以 
充分 发 挥 . 
91.4 映射 与 连续 性 


映射 的 概念 已 经 或 详 或 略 地 出 现 于 数学 分 析 与 实 变 函数 等 课程 中 ,读者 应 当 
个 会 感到 陌生 .但 为 便于 查 用 ,我们 还 是 将 有 关 映 射 的 基本 用 语 概述 于 下 . 
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— re 


设 科 ,是 任意 给 定 的 非 空 集 . 奉 对 每 个 了 € X JEE Y at T y € 了 与 之 对 
应 {通常 二 为 Fr 或 F(x)), 则 说 给 定 了 一 个 映射 了 F X — 了 ,日 称 久 为 下 的 定 
SOLE R(F)2 | Fr: € XI A FRR. EIE Fr 是 数 与 否 ,都 称 Fz 为 下 在 
+ “E”. 

Ë F: X— YEMI ë Fr = EFy=zx = yy, 则 称 下 为 单 射 ; 若 R(F) = Y, 
则 称 F 为 满 射 ; 同 时 为 单 射 与 满 射 的 映射 称 为 观 射 . 若 下 为 双 射 , 则 F 8 W 02 3F 
F|! BI 

F Y: Y—X,.,EFr = x. 

# Z= AC X, MERR A— Y,z— Fr 为 映射 F : X 一 Y 了 在 A 上 的 限制 , 记 
作 FF|A| 而 称 F AFI A REREH. AG: 了 -了 工 是 另 一 个 映射 , 则 称 上 映射 
H: X—> Z,+z — G( Fx) 

为 映射 G 与 下 的 复合 映射 , 记 作 玉 = G - F. ATEH F: X — Y SA C X, 

BC Y, 约定 

FA=IFgz: z E A|.F B= Iz € X: Ez € Bi. 
FA 称 为 4 在 映射 下 下 的 象 ,FF 一 日 称 为 日 关于 下 的 原 象 , 关于 象 与 原 象 的 以 下 简 
单 命 是 是 常用 的 . 

1.4.1 命题 KEMP F:X—>Y,G: Y—Z,A, A CX,B,BCY 
(ED 站 ,CCZ 有 了 册 下 结论 成 立 ; 

(Q AC FT (FA), F(F !B)C B. 

(ü) ACF !BSFA C B. 

(iü) F(U A.) = U FA,,F(D A.) CN FA,. 

(iv) FHU B.) = Ú F'!B;,F (n B;) = 门 F`!|B;. 

(v) (G° FYIC = FUGIC). 

以 下 设 X, Y 是 两 个 赋 范 空间 .约定 记号 

了 :有 所 天 下 
表示 映射 :了 一 了 ,其 中 中 是 生 的 非 空子 集 .几乎 照搬 数学 分 析 中 的 连续 性 定 
义 得 到 ， 

1.4.2 定义 HERM F:DCX> Y 5r C D.# Ve >0,382>0, 
`i rE D, |z- zol<3 时 恒 有 | Fz — Frol < s, 则 说 下 在 点 xo 处 连续. 若 下 在 
DD 上 每 点 处 连续 , 则 说 下 在 D 上 连续 . 

约定 以 C(D,Y) ie) D BY 的 连续 映射 之 全 体 , 而 令 C(D) = C(D,K), 


加 ”在 现代 数学 中 ,映射 .两 数 . 算 子 ,. 变 换 等 用 语 并 无 实质 上 的 差别 ,只 是 因 习 惯 的 关系 ， 
在 不 同 的 场合 ,用 法 上 有 所 偏重 , 例如 , 泛 画 分 析 中 通用 算 子 一 词 ;而 到 及 或 C 中 的 映射 通常 叫 
两 数 或 泛 函 .各 称 的 选择 并 不 是 本 质 的 . 
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K = R uk C. 

aE X BORA IH, F 在 .ro 处 连续 有 以 下 两 个 等 价 刻画 ; 

1° Ve >0,38 >0:F(D f) Balzo) C  B,( Ergo). 

2 EE D hz, 一 za ij Er, — Fron —= 99), Ëll 

lim Ez, = Fllim<,). (1) 
该 者 应 记得 ,数学 分 析 中 正 是 用 类 似 于 (1) 的 等 式 表 达 连 续 性 . 

在 泛 男 分 析 中 由 以 下 定理 所 表达 的 连续 性 条 件 或 许 更 如 有 用 . 

1.4.3 定理 j DC XERRA) Æ, MR F: Da Y 连续 的 充 要 条 件 
是 ,对 任 给 开 ( 或 闭 ) 集 VCCY,F-!V 是 无 中 的 开 ( 或 闭 ) 集 . 

证 DARRERA” HAR. 首先 设 下 连续 ,V C. Y 是 一 开 集 . IT 
EFV, 有 FrEV. 因 Fr 是 V 的 内 点 , 故 有 >0, 使 B(Fr)CvV 
(1.3.1(1)). 由 下 在 点 x 连续 有 5 > 0, 使 

FD A B,(z)) C B,(Fz) C V. (2) 
H r € D. DERE, WA hik By(x) C. DIEM v 6) .因此 由 (2) 有 
FB) C V RJE Blr) CF IVO. 4.100, nf W, z € (F IVY .这 证 得 
F LV 为 开 集 . 

久之 , 设 开 集 关于 下 的 原 象 恒 为 开 集 , 今 证 下 在 任 一 点 zxo C D 处 连续 . 任 给 
e >0, 因 B. (Fro 是 YY 中 的 开 集 , 故 FB (Fro Æ X PREFE, RHEE >, 是 
F "B (Fro) 的 内 点 .于 是 有 8 > 0, 使 By(x0) C FB Fro), BI FB; ta) C 
B(Fro)(1.4.10i)), H IL F E zç 处 连续 . 国 

特别 ,将 定理 1.4.3 用 于 实 泛 范 得 到 : 

1.4.4 推 论 i f: DC X— R.# D E3FE,WJ f € CUD)eyYa € R, 
D(f >a) B D(f < a) 恒 为 开 集 ; A DD 是 闭 集 , 则 ff € C(DXS Va ER, 
D(f Z a) 与 D(f % a) BEHAE. 

us: Eana 

D(f >a) = iz £ D : f(z) > a); 
D(f < a}, DIF =a), D( f < a) WE. 

iF 不妨 只 考虑 D 是 开 集 的 情况 .车 fE C(D), 则 直接 由 定理 1.4.3 推 出 
Dif>a)= f !(a,%) B D(f <a) = f 1(— oo,a) 是 开 集 .反之 , 设 YeeR， 
Df > a) B D(f < a) BAFE AARE VCR ADR V = Z WJ V EH: 
WRA ZH, Th.1.5.1]): V =U (aB), 于 是 


TO EER bleo) 在 XX 中 ,而 球 B, (Fro) 在 了 中 .此 处 及 以 后 都 在 不 同 的 空间 中 使 用 同 
样 的 球 记 号 B.(a) ,通常 总 可 以 从 行文 看 出 涉及 的 球 属于 哪个 空间 而 无 混淆 之 广 ， 


. 18 ° 第 一 章 Banach 空间 


FV= UF (aB) (用 1.4.10iv)) 


=U[D(f > a) N D(f < B)] 
是 开 集 {用 1.3.5). 于 是 由 1.4.3, 有 fe CD). r] 
与 传统 的 数学 分 析 方 法 相 比 较 , 由 1.4.3 及 1.4.4 所 提供 的 刻画 连续 性 的 方 
法 可 称 之 为 点 集 论 方法 一 一 在 风格 上 是 极 不 相同 的 .就 菜 些 目的 而 言 ,点 集 
论 方 法 更 加 有 效 . 首先,1.4.3 或 1.4.4 提供 了 构造 开 集 或 闭 集 的 一 种 普遍 方法 . 
例如 ,由 1.4.4 排 出 在 第 阵 空 间 关 = R” 中 ,可 首 矩阵 组 成 一 开 集 GG. 事实 上 , 邻 
f: X—R,A —detÀ, 
BG < X( fF >0) U X( f <0), TË: ER 1.4. 4 EH: GAFE. eit 
子 是 ,在 空间 CULa ,zj] 中 

u C Cla,b] | lule)l dr < n 

恒 为 闭 集 . 要 证 实 这 一 点 , 依 1.4.4, 只 需 指 明 
f: Clab] Ra > | lule)l?de 


EARME T ,而 后 者 正 是 数学 分 析 中 积分 与 极限 交换 定理 的 推论 . 

初 看 起 来 , 利用 1.4.3 判定 连续 性 似乎 是 不 方便 的 . 但 在 某 些 情 况 下 , 应 用 
t.4.3 有 其 便利 ,下 举 一 例 . 

1.4.5 例 PED = UID C X,BT D AERE, F: D> Y. # FRH 
在 每 个 D, 上 连续 , 则 F 连续. 

证 ”首先 注意 DD RHUE(1.3.5Giu)) G#0 p C Y ,# 

F!B = UF;'B, 

其 中 F, = 下 上 | 已. 由 已 知 条 件 及 1.4.3, 每 个 下 ; 芭 是 闭 集 ,从 而 下 -1B EAS. E 
此 下 连续 . 


$1.5 K 性 


数学 分 析 中 有 几 个 基本 定理 一 一 有 限 覆 盖 定 理 、 区 间 套 定理 , 聚 点 原理 等 ， 
构成 整个 经 典 分 析 的 理论 基石 .实际 上 ,这 些 定理 在 逻辑 上 是 车 相等 价 的 (如 参考 
[13, 针 1.61) ,一 个 极 具 诱惑 力 的 问题 是 ,能 将 有 限 覆 盖 定 理 等 推广 于 赋 范 空间 
吗 ?我 们 回忆 到 ,为 推广 Cauchy 收敛 原理 ,界定 了 一 类 特殊 的 赋 范 空间 , 即 Banach 
空间 .其 次 也 注意 到 ,有 限时 盖 定 理 仅 适 用 于 特殊 的 集 : 闭 区 间 ; 或 更 一 般 地 ,R” 
中 的 有 界 闭 集 . 那 么 ,在 赋 范 空间 中 类 似 于 闭 区 间 , 因 而 可 对 之 推广 有 限 覆 盖 定 理 
的 点 集 是 什么 呢 ? 这 样 的 集 原 来 就 是 紧 集 , 它 是 本 节 的 研究 对 象 ， 

以 下 设 基 是 给 定 的 赋 范 空间 ， 


号 1.5 紧 性 "19> 


L5.1ÆX ÚÜAC X. Ml X 的 一 族 子 集 且 其 中 诸 集 之 并 包含 4 , 则 说 
ARGA NEA AKA re “HE AAA, MR ETA. 由 开 
ERARA uA ANER. r A 的 任何 开 上 禾 盖 有 有 限 子 覆盖 ( 即 由 有 限 个 集 组 成 
TRTO, MER A ARE TANKE MWEKA 为 相对 紧 集 . 

于 是 汀 以 说 , 紧 集 正 是 使 有 限 覆 盖 定 理 成 立 的 点 集 ;R 中 的 财 区 间 与 有 界 闭 

一 个 与 1.1.4 有 点 类 似 的 命题 是 : 

1.5.2 命题 “ 紧 集 征 闭 集 ; 紧 集 的 贱 于 集 是 紧 集 ;相对 紧 集 的 任何 子 集 是 相 
对 紧 集 . 

证 BAC X E IE, >VU A EJE Am A ERE) BME rE A 
a E A Rr >0 3] EBla r.) O Brr ) = Z. TRl Blania €C Al 
是 A BFE t I A rei. Ela 1 TA, E 

A C UB(a,, r.) & U. 
内 
z MBEE, ra) C B(a;, ra) = [IF C A", 
W x EA BAS. A 为 开 集 得 证 . 

其 次 设 B ERRARTE AUE B 的 开 覆 盖 , 则 字 U BE) E ARFA 
盖 , 于 是 有 有 限 个 UE à i A C B: Ú (UU,), 这 推出 B CU UU,, 可 见 B 是 紧 
集 . 

最 后 一 个 结论 的 证 明 是 喜 接 的 . E 

直接 用 定义 1.5,1 来 判定 集 的 紧 性 未 必 容 易 , 因 此 需要 关于 紧 性 的 一 些 等 价 
刻画 . 这样 的 结果 其 多 ,以 下 定理 是 最 常用 的 . 

1.5.3 定理 FA EBanach #0 X 的 团子 集 , 则 以 下 条 件 瑟 相等 价 ; 

(DA ERIE; 

GD Æ B,(n = 1,2,…) 是 非 空 逆 集 ,A DB DBD, WN B, >= @; 

(iü) A 中 任何 序列 含 收敛 子 列 ; 

(iv) Vr >0.4 可 用 有 限 个 半径 为 > HERRE. 

当 A 满足 条 件 (iv) 时 (无 论 A 为 闭 集 与 否 ) , 称 它 为 全 有 界 集 . 

1.5.3 中 的 (i) 可 称 之 为 “ 闭 集 套 定 理 ”, 它 显然 可 看 作 区 间 套 定理 的 推广 .至 
于 (i , 易 见 它 等 价 于 命题 ;A 的 任何 无 限 子 集 必 有 聚 点 . 因此 ,通过 定理 1.5.3， 
在 Banach 空间 这 一 更 高 的 层次 上 实现 了 有 限 蓝 盖 定理 ,. 闭 集 套 定理 及 聚 点 原理 
的 统一 . 

我 们 将 1.5.3 的 较 长 的 证 明 放 在 &1.9 中 ,直接 转向 它 的 以 下 推论 . 

1.5.4 推论 。 对 Banach 空间 X 的 任何 子 集 4 ,以 下 条 件 互 相等 价 ; 
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(D A 是 相对 紧 集 ; 

(ü) A PEME 48 wal; 

GD A EFATE. 

证 ”由 1.5.3,. 直 接 看 出 (全 (iD 之 (ii)- 余 于 只 需 指 明 ;: 当 及 满足 条 件 
GD GH) 时 A 亦 必 如 此 .首先 , 任 取 序 列 |z | C A; y, € AHE | zr, - y, 
< Ta =1,2, 2). A y] ARR F|. i , 则 显然 jzn | 是 1x,| MKATI. 
其 次 ,省 AZAR. Yr > 0, 取 有 限 个 球 B (x; (i = 1,2,…,n) MA A, 

A C UB,(z,) = Ú B,(z;) CUB, (x,), 
A A 亦 为 全 有 上 界 集 . O 

E Ar 1.5.4 th XAA, MTER OSG >GDOUBE Gi => (0 未 必 有 成 
立 ) .今后 我 们 将 利用 这 一 事实 . 

在 歼 学 分 析 中 ,利用 有 树林 盖 定理 党 基本 定理 证 明了 关于 闭 区 间 上 连续 函数 
的 一 系列 结果 ,下面 的 定理 正 是 这 些 结果 在 赋 范 空间 中 的 推广 . 

1.5.5 定理 W X, Y K E ij. D C X EK E.F € C(D,Y), 
f€ C(D,R). 则 有 以 下 结论 : 

(i) FED 上 一 至 连续 , 即 Ye >0,38>0, 当 rz,yED,|z -yl<d 时 , 
itil Fr - Fy| < e. 

GD ED 上 取得 最 大 值 与 最 小 值 . 

iF G) 用 反 证 法 ;着 下 在 了 上 非 一 致 连续 , 则 有 > 0,zx,,y, € D(n = 1, 
2，…) ,使 | x 一 上 一 0, 而 | - Ern E ela = 1,2,…)( 正 确 地 写 出 “ 非 一 致 连 
续 " 的 这 一 刻 面 是 关键 的 !). 因 D 是 紧 集 , 故 |z;| 有 收敛 子 列 , 设 z, -> z € D 
(e — oo); 同样 有 ww 一 工 ,但 这 推出 

£ = lim| Fz», 一 Py, 
得 出 逆 盾 .因此 下 必定 一 致 连续 . 

(ü) 不 妨 只 证 最 大 值 存在 . 取 |z,l 叶 DD, 使 (xz) 一 会 sup/(z). 取 |xal 的 

AAFF en E z, — z € D.,WJ 
B = limf(z,) = f(x), 
显然 8 即 为 1 在 D 上 的 最 大 值 . [| 

如 1.5.5 的 证 明 所 显示 的 ,基于 紧 性 的 论证 令 人 难以 置信 地 简洁 ,这 正 是 紧 
集 概念 优点 之 所 在 ,实际 上 ,我 们 甚至 可 将 1.5.5 的 证 明 表 述 得 更 简单 些 . 例如 在 
(u) 的 证 明 中 ,只 需 改 变 记 号 ,就 可 用 | x, 1 取代 1x 1. 因 此 可 将 证 明 政 述 如 下 ; 取 
iz C D, flr) > Bin 一品 ). 不 妨 设 x, 一 ED, 则 f(zx)—> f(z) = B, 
B 即 了 之 最 大 值 .今后 类 似 证 法 中 用 到 “不妨 ”二 字 时 ,读者 应 能 完全 理解 其 信义 . 


= | Fr - Fx=| = 0! 


81.5 紧 性 < 


鉴于 紧 集 在 理论 证 明 中 具有 难以 比拟 的 优势 ,寻求 特定 空间 中 紧 集 的 具体 判 
别 法 就 成 为 一 重要 课题 . 这 一 课题 仅 对 于 某 些 特殊 的 空间 得 到 了 彻底 解答 .首先 ， 
对 于 有 有 限 维 空间 有 最 简单 的 结果 . 

1.5.6 定理 ” 设 X 是 有 限 维 Banach 空间 ,A C X MAESE SARAR 
闭 集 ;A 是 相对 紧 集 SA 是 有 界 集 . 

证 ”由 定理 1.1.6, Pi X = R*(X = C" 的 情况 是 类 似 的 ). H 
1.5.2 — 1.5.4, HARHA R" 中 有 界 — 全 有 界 ,这 在 直观 上 是 毫 无 疑问 的 , 严 
格 证 明 留 作 练 习 ( 题 25). Li 

有 操 出 人 意外 的 是 ,1.5.6 的 结论 是 有 限 维 空间 所 独 有 的 . 为 证 明 此 结论 , 需 
雪 一 个 9| 理 , 它 在 别处 也 是 重要 的 . 

1.5.7 Riesz 引 理 (F. Riesz,1918) 设 A 是 赋 范 空间 X 的 闭 子 空间 ,和 4 天 X, 
MFT r E X {E | zl = l.a(z .A)2 1⁄2. 


证 J uy € XNA, JJ o & dily, A) > 0 参考 1.3.2). k a € A, 使 
lya] <20 a ARED r z = (y- a)/||ly al, W lzi = 1, 


d(x,A)= a= A) = 


1 
—— a, A 
[y al: [y -a [2T eA) 


_ 1 
ly-a l dy A) 


pp_ 1 
>LT g 


1.5.8 定理 F dimX = ce H X HEDI u RS E AE. 

u 因 dmX = ° ,上 必 有 线 人 性 无 关 的 无 限 序列 ty, 反 . 令 X = span| x1, x2, 
"S z i M X. E X HAFS, H X, S Xnr = 1,2,…, 由 1.5.7, 存在 
z, € X,, E | x, = l,d(z,,X,-i) Z 1⁄2,n = 2,3,…. 因 显然 有 

| =, — z, | 21⁄2, mÆ n im,n = 2,3, 
故 1z WAKATI. 因此 闭 球 B (O 不 是 紧 集 . = 
注意 1.5.8 之 证 同时 也 表明 无 限 维 空间 中 单位 球面 是 非 紧 的 .六 任何 (半径 
> 0) 闭 球 可 通过 平移 与 相似 变换 互相 变换 ,而 这 些 变 搞 并 不 改变 紧 性 (何故 9)， 
故 尤 限 维 空间 中 任何 闭 球 是 非 紧 的 . 这 又 推出 , 庆 限 维 室 间 中 任何 含 内 点 的 集 是 
非 紧 的 ,因而 任何 紧 集 必 无 内 点 .这 就 多 少 揭示 了 无 限 维 空 间 中 紧 集 的 独特 性 质 . 
如 果 南 于 平常 的 直观 ,无 限 维 空间 中 球面 非 紧 似乎 难以 理解 . 细 想 起 来 ,这 实 


T 记号 dmX = Œ 仅 表 示 XX 不 是 有 限 维 空间 , 它 并 不 意味 着 已 定义 了 某 个 寺 限 的 维 数 
dirn X. 
外” 右 量 空间 中 一 无 限 集 线 性 无 关 , 意 指 它 的 任何 非 空 有 限于 售 线 性 无 关 . 
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际 上 是 很 自然 的 .在 完全 闫 格 的 意义 上 ,R" 中 单位 球面 5;(0) 的 面积 随 着 维 数 的 
增加 而 增加 ,因而 一 定数 量 的 点 在 S.(0) 上 将 越 来 越 稀 朴 .如 果 dimX 增 至 无 穷 ， 
则 S,(0) 变 得 如 此 广 黎 ,以 至 即使 无 限 多 个 点 分 布 于 其 上 ,它们 也 可 能 呈 离 散 状 
态 而 无 早点 ,如同 1.5.8 证 明 中 的 |z -- 样 ， 

1.5.8 表明 ,在 某 种 意义 上 ,无 限 维 空间 中 的 紧 集 甚 为 稀少 ,这 通常 是 处 理 无 
限 维 问 题 的 困难 之 所 在 .例如 , 设 B= B(0) CX,fFE C(B,R). 若 dmX < =, 
则 可 断定 ARKET: 2 dimX = %, 则 已 不 能 作 此 断言 1 

$ 1.2 中 讨论 的 空间 LU 太守 o) 与 Cr 站) 中 紧 集 的 完全 刻画 都 已 找 
到 ,下 呵 只 引述 一 个 最 常用 结果 ,其 证 明 在 和 1.9 rh. 

1.5.9 Arzela-Ascoli 定理 ”A C C(J) 相对 紧 的 充 要 条 件 是 : 

(i) A RAF B sup | u(xz)| < °°; 

(ü) A 等 度 连 续 , 即 Ye 20,386 >0,Vr,y € J,Vu € A,334|z -— y| < 8 
时 恒 有 | ulr) u(y l< e. 


$1.6 HEM 


设 X 是 一 Banach 空间 ,A 是 X 中 由 某 - 一 条 件 疡 界定 的 对 象 之 全 体 . 例如 
X = CA 是 天 中 有 界 变 差 苯 数 之 全 体 ,或 可 微 函数 之 全 体 , 等 等 . 一 个 极 有 
意义 的 问题 是 :满足 条 件 P 的 对 象 在 X 中 具有 普遍 人 竹 吗 ?例如 ,在 连续 函数 空间 
中 ,可 徽 函 数 具 有 普 壳 性 吗 ?问题 看 来 远 不 简单 ,我 们 首先 试图 对 问题 找到 -一 种 恰 
当 的 描述 ,关键 在 于 何谓 普遍 ,何谓 稀有 ?形式 上 , 设 A = qc 2 ,2X ie X RE 
(R X 的 子 集 之 全 体 ) .车 必 满 足以 下 条 件 : 

(C) Ë A, € Wen = 1,2,0), MUJ UA, € 4 

(C) EACBE wJ A € a, fF) Z € w; 

(G) E A € s, A € y, 

则 可 以 认为 ,在 某 种 意义 上 ,每 个 A € 都 是 “很 小 ” 的 集 , 即 使 从 X 中 除去 任意 
可 数 多 个 这 样 的 集 ,X 中 仍然 有 些 点 保留 下 来 ,和 而且 剩余 部 分 还 是 “很 大 " 的 集 ， 
这 样 ,我 们 不 芒 说 , 当 4A € 时 A 描述 了 稀有 性 , 面 4* 则 描述 了 一 般 性 . 极 布 言 
之 ,可 以 说 X 中 用 乎 所 有 的 元 都 属于 4: ,而 A 则 是 微不足道 的 . 

这 就 为 解决 稀有 性 与 一 般 性 问题 提出 了 一 个 简单 模式 , 它 看 来 是 很 请 人 的 . 
然 面 ,如 何 选择 集 族 sg, 使 上 述 设想 便于 付 诸 实行 呢 ? 可 行 的 方案 不 只 一 种 ,Baire 
的 第 一 纲 集 概念 或 许 是 一 种 很 有 效 的 选择 . 

1.6,1 EX ” 设 世 是 一 赋 范 空间 ,A C X. 

G) EAN = 名 , 则 称 A AAR. 

(ú) 可 数 个 足 集 之 并 称 为 第 一 纲 焦 ;第 一 纲 集 的 补 集 称 为 剩余 集 ; 非 第 一 纲 
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集 称 为 第 二 网 集 . 

直接 由 定义 看 出 ,无 内 点 的 闭 集 是 下 集 . 特别, 单 点 集 总 是 朴 集 ,因而 可 数 集 
是 第 -网 集 ; 例 如 ,有 悍 点 集 就 是 及 中 的 第 一 网 集 . 其 次 ,显然 足 集 是 第 一 网 集 . 由 
此 推 起 ,第 一 网 集 合 点 “ 较 少 ,是 一 种 " 首 集 ”; 谭 第 二 网 集 则 是 " 非 瘦 集 ” 进一步 
JW S C Aa p li w EOR u Ñ BUT Ef. 

在 以 .7 记 X PA-M pK M N. .y 满 足 前 段 所 述 的 条 件 {C1)(C) .至 
FCC) 满足 与 否则 尚 不 明显 ,这 正 是 如 下 基本 定理 所 点 回答 的 . 

1.6.2 Baire 定理 设 上 4 是 Banach 空 间 X 中 的 第 一 网 集 , 则 以 下 结论 成 立 ; 

(i) A: BA = X; 

(u) A' ET AE. 

证 ASUA, „A (an = 1,2,70 ERE. 

Gi) RIE A = @ HME RA AD AA Ed3ES EE ICA I: Ø, 
MCA p ERRER L33 L3H, RANAN = A Al 是非 空 开 集 ， 
AMR PLE- - DHIR B, (xD 可 设 0< ri < 之 1 分别 以 B (ri) JARAS 
A LIG 

B lan C B, ri\ A 0< r, < 1⁄2. 
—J hh, u k iH: 
B, (+, ) C B, (z, DNAn O< r>, <in (1) 
(# — 2.3, ). 3 m > n EB, Cen) C B. Cra) EH 
|| ra - Tr. || < r < lmn, m >n = 1.2, 
irst h: Cauchy 列 , 设 r, — z(n — co), 则 由 但) 在 


z ENB G. CAAD A | MB. CoD NA,)] 


CAN UT” A, = 2, 
FA. Ab A = 名 . 

GD £ A 是 第 一 纲 集 , 则 X - A U At RAEE HE G), kus 
H X = 如! 因此 A 只 能 为 第 二 网 华 . = 

fE 1.6.2 中 ,XX 的 完备 性 是 重要 的 .例如 , 设 p. 是 区 间 J 上 次 数 < x 的 多 项 
式 之 全 体 , 则 P, ECO 的 闭 子 空间 . 令 X = U” P. , 则 X 是 一 不 完备 的 赋 范 空 
HI, P, 是 X PRERE, AM X 自 号 为 第 一 网 集 ! 

* J 1.6.2,Banach 空间 中 的 第 -- 岗 集 之 全 体 满足 本 节 开 头 所 提出 的 条 件 
(C) — (Ca) ,内 而 Banach 空间 中 的 第 一 网 集 与 剩余 集 扣 分 别 用 来 刻画 稀有 性 与 
一 般 性 ,这 在 泛 消 分 析 太 其 应 用 中 是 意义 重大 的 . 

占用 1.6.2 的 途径 有 了 两 条 . 其 一 是 利用 基于 Baire 定理 的 某 些 标准 结果 ,例如 
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本 书 将 介绍 的 开 映 射 定 理 与 一 至 有 界 原理 (参看 2.3.1 与 2.3.5), 这 可 看 作 Baire 
定理 的 朵 接应 用 , 其 二 是 直接 应 用 Baire 定理 .这 一 途径 通常 依赖 于 直接 构造 某 个 
第 一 网 集 ,需要 更 多 的 技巧 性 ,下 面 举 两 个 这 一 类 的 例子 ,我 们 将 着 重 解释 方法 的 
主要 思路 ,而 不 特别 拘泥 主 个 别 推导 细节 . 
以 下 设 了 = [e,ojfa<z) 是 取 定 的 实 区 间 . 
1.6.3 例 了 上 几乎 所 有 连续 函数 具有 无 限 全 变 盖 ， 
证 如 人 1.1 中 已 指出 的 ,X = COU) TK sup 范 数 是 一 Banach 空间 . 令 
A = l € X: Vi(u) < col, 
其 中 viu) CAR u 在 区 问 [a ,5 上 的 全 变 差 (参考 [13, $5.21), 只 需 验证 A 
EX FHS- -网 集 . 为 此 , 令 
A, = {Iu EX V S nln = 1,2,7, 
则 A =U 4,, 只 需 验证 每 个 4, 是 X 中 的 朴 集 . 不 难看 出 A 是 闭 集 (参考 习题 
22) ,因此 只 需 证 A; = 好 , 即 45 = X; 这 相当 于 证 每 个 uw € X THA 中 的 函数 
一 敏 过 近 . 因 
At = lu € X : Vilu) > nl, 
收 问 题 归 于 指明 :每 个 给 定 的 x € X ARARAS — Skin. Wu 


然 , 这 可 用 振动 足够 快 的 “锯齿 形 函 数 "( 见 图 1 - 3) 的 逼近 来 实现 ， = 
“ H=nu(x) 
9 a b x 
H-3 


BERIE RIR EAE RORE , 特别 构成 的 “反例 ”表明 ;连续 函数 未 
必 刀 有 界 变 差 国 数 , 而 1.6.3 的 结论 则 要 深刻 得 多 :具有 无 限 全 变 差 的 连续 函数 
不 只 是 存在 ,而 且 实 际 上 并 非特 例 , 面 几乎 是 通 例 .得 出 这 一 结论 时 并 未 借助 于 尾 
和 何 “ 反 鲍 ”, 结 论 本 身 与 构造 反例 的 难 易 毫 不 相关 .于 此 ,读者 大 概 已 初步 领略 到 泛 
围 分 析 方 法 的 惊人 效力 . 正 是 这 一 方法 的 强大 效力 ,使 泛 函 分 析 的 早期 开创 者 们 
一 度 如 此 迷恋 于 该 方法 的 应 用 ,以 至 “网 推理 ” 一 词 曾经 风行 一 时 . 

下 面 是 一 个 稍 复杂 但 更 有 说 服 力 的 例子 . 
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1.6.4 例 了 上 几乎 所 有 连续 两 数 处 处 不 可 微 . 
证 X= CU) MM 16.3. 
A= ju € X: u Ela, b) 上 至 少 一 点 外 可 微 ;; 
日 = 人 和 XIE 在 (ap 上 至 少 一 点 处 可 微 } 
IE2 u € X. S u EJ LAELAE IA Su € A UBBE, SHEA, B bb 3 X 
中 的 第 - fE. 不妨 只 证 A 是 第 一 网 集 . 令 
A, = L 8 X: 3. € [asb -二 | ,使 "m ela a, 


WAE E A CU A. n BER HE A, la = 1,2,…) E. X HHB BU. We 
n C N.A, EWE. #2 EL, # jua) C Apsua Sulk = co), ME z, € 
lash -n 1], Ë 
uz th) ulr nahl < zr, + h =< b). (2) 
ARR r = E [a,b — n! ](& — co). #£(2) FA k — co ñB 
Iu(+r + h) 一 unlg nh(r < z+ +h < b), 
这 表明 € A,, 即 A, 是 闭 集 .于 是 如 同 1.6.3 一 样 只 需 证 A = @ BA, = X. 
19 
Ap = É E X: V< € [a,b -4| 有 sup ka zale) > Af 
KMF 1.6.3 之 证 ,用 如 图 1 - 3 中 的 锯齿 形 函 数 的 明 近 可 得 出 所 要 结论 口 
1.6.4 RANCATE EKIS ARR. 如 果 考 虑 到 ,构造 一 个 处 处 不 可 微 的 连 
续 明 数 多 少 古 一 件 费 力气 的 事 ( 这 样 的 例子 最 早 由 Weierstrass 于 1872 年 给 出 , 当 
时 在 数学 办 引起 的 震动 是 可 想 而 知 的 ) ,而 可 微 函 数 则 依 拾 赂 是 , 那 委 ,1.6.4 的 
缠 论 就 内 加 信人 了 . 概 计 之 ,可 微 性 与 连续 性 的 益 别 比 初 看 起 米 要 大 得 多 . 直观 
,这 意味 者 连续 曲线 很 少 是 光 背 的 .无 疑 ,任何 具有 是 够 数学 修养 的 现代 数学 
作者 ,即使 在 直观 上 也 不 会 再 排斥 上 述 结论 ,但 如 不 大 可 能 仪 赁 初等 的 考虑 达到 
JR J BERR. 
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在 前 几 节 中 ,我 们 实际 上 是 将 通常 Euclid 2 BJ rB 4F2818]E8 fJ E ji 95 Eg 2 ml 
Banach 空间 .通过 白 然 的 类 比 并 借用 形象 的 几何 语言 ,Banach 空间 理论 呈现 出 某 
种 叮 旭 贞观 想象 的 而 貌 . 这 样 作 的 效果 如 此 引 大 人 胜 , 以 至 促使 人 们 想 再 往 前 推 
进一步 :将 更 多 的 几何 概念 ,如 角度 .垂直 性 等 ,都 引进 到 Banach 空间 中 来 . 然而 ， 
这 一 设想 仅 能 在 -- 类 很 特殊 的 Banach 空间 Hilbert 空间 中 获得 成 功 . 关键 在 
于 , 佣 度 概念 与 内 积 有 关 , 而 只 有 某 些 很 特殊 的 范 数 , 才 自然 地 与 内 积 相 联 系 . 
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现在 ,我 们 就 从 内 积 的 公理 化 定义 着 于. 

171 定义 ” 设 XX 是 K 上 的 向 量 空 间 . 着 对 任 -对 元 7,y € 大 ,指定 了 一 个 
Hry C KREN z 与 y PAR, CWE FARAH, 

(l) x,y XF z 的 线 忻 性 ;far + Bzy) = alr, y) + Bez,y2i 

(L) EIPRE: Cr, y) = fyer) 

(l) EEE: r,e? 0; = Sr = 0 
(AEr.y zE X, a, BE KR), 则 称臣 为 内 积 空间 , 当 要 明确 指出 内 积 时 将 它 写作 
(XC, ORSK = R( 或 C) 时 , 称 久 为 实 (或 复 ) 内 积 空间 .在 实 内 积 空 间 中 , 公 
(I) 加 二 对 称 性 ， (ry = Kyr). 

以 下 设 X 是 一 个 给 定 的 肉 积 空间 .结合 (by)(D) EBr, O WIEM PEPE: 

Cray) + py = glr, y) t Blr), ry,z € X,a,B € K. 
一 般 地 , 设 >， az, 与 > By EX 中 元 的 两 个 有 限 线性 组 合 , 则 有 
(Daz DP y) = Dah Czy) 


(a, aa z; = Sy, apk Ei Xg). 

本 见 ， 内 积 空 间 中 内 积 运算 的 规则 ， Kik 上 相当 于 通常 的 乘法 规则 

约定 lel = zzfzEX), 下 面 说 明 它 是 一 个 范 数 , 称 为 入 中 由 内 积 
ELARA. P IH | + | 满足 范 数 公理 (N1)(N3}( 依 1,1.1), 但 它 也 满足 
(Na) 则 不 明显 .为 验证 这 一 点 ,需要 如 下 的 

E.7.2 Schwarz 不 等 式 对 任何 x,y E 多 ,成 立 

| | (xr,y) Ys elly y|! (1) 
证 RE r,y E€ X. IHE a C K, RZ PTEI! 
Ü< (xz - ay, T — ay) 


= | r] — aty,zr)- a(z,y + aa || y || 2. (2) 
Wa = (z,yyZ] yl ONR y 0,380) 已 经 成 立 ) 代入 式 (2) ,整理 后 即 得 所 
要 证 的 不 等 式 . [ 


现在 利用 Schwarz 不 等 式 来 验证 二 角 不 等 式 . 任 给 x+,y C X, 有 
|z + yl i= (rt yet y) 
= [|z] +yz) + (z,y2 + yl? 
< |rll:+2lrl iyl + lyl? (用 (1)) 
=(|]=z! + yl), 
W |= +y1 = zii + 中 yy. 这 就 表明 ,{X, | ' |) 是 一 个 赋 范 空间 ; 当 其 
完备 时 称 为 Hilbert 空间 . 
1.7.3 命题 ” 任 给 xz,y EX, 成 立 如 下 中 线 公 式 : 
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[z+tyl le- yl? - 2(] +] + Hyl). (3) 

HFH E AA RAAE A k Y A 
ANILA EB F Ay PQ 2 $r Y r ha S DJ x. 
MRZEL H AEE |. + yll E£ 


吕 以 下 曲 H zk Ayk E Kas ER y pi #1 
THREAT. ARGO 无 疑 是 吕 于 范 数 的 `: 
TENAR, RA 71 98 9 $z Be Wa E H 35 h. 典 
KRUP E zs i] L20059 (Q. 是 尾 一 测度 空 
HLE LRQ) re Y 8 E B] i-d 


lav) = | vdusu,v E LXO). (4) 


WH liu lla = V 《ww?, 凤 由 内 积 (4) 所 定义 的 范 数 就 是 L? 范 数 .相应 地 ,对 
F LR), Schwarz 不 等 式 获 溯 于 Halder 不 等 式 ( 人 1.2(4)). 对 于 L2( O) 的 特例 
六 ,有 


L] 


(z, yi = Ynyr - (z,),y = (y) € A. (5) 
R| RAA RER x 825 +y € X.” r,y > 0HJrH(1) 有 
| m,y) _ == 1 
Te yl! 
时 此 ,公式 
a o kry) 
cost = T| Ë yl 


似 于 合理 地 定义 出 向 其 x ,y 之 问 的 夹 角 0@. 不 过 ,真正 重要 的 是 (r,y》 = 0 这 一 
TRW., FERE SEA X: 8 ERAS. 

1.7.4 EX Bry EXP, y) = 0,0M > tgy EE CE x Ly. 

GD laci € JiC X EH i£jije, | z, Wi) 为 正 变 系 (或 正 交 
ROEE). E. 1 ERRA |< | = 1(Y ;i € 了), 则 称 i.r,| 为 标准 正 变 系 、 

Gi) RA BCX HEA] BYa€E A,Vb € Baj bye] A@61z1 | A; 
A= lrEX:;x ALAL HE AWER. 

FAE Hibe 空间 理论 中 最 重要 的 基本 定理 之 一 . 

1.7.5 E Be : i € N| 是 Hilbert 空间 XX 中 的 标准 正 交 系 , 则 以 下 条 件 


4 任 匠 种 宛 全 天 格 的 意 文 上 ,适当 选择 让 ,L200) 病 尽 了 所 有 IElbert 空间 . 因此 可 以 说 ， 
林原 上 LICO) E Hilbert 空间 理论 的 唯 - -对象 ， 
Lo MRK ANESTH H. 
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互相 等 价 ; 
(i) WL T r € XALAF Fourier 展开 式 


r= Sie, (6) 
r=] 


Hii e Cr ie i 1,2, WA z XT le) 的 Fourier 系数 . 

(H) le JÉ X 的 基本 集 ( 依 1.3.6(0i0). 

(iu) je, BARKER, El2 > J e (i = 1.274), ME > = 0. 

(iy 任 给 a € X, r F Parseval 等 式 ; 

Lel? = Ña (7) 

iE WRG). 

GSG 设 条 件 ( 刘 满 是 ,xz Leli = 1,27). Ba] CXM r. — + 
(n -= co), H RPF z. le, ERRER S M r,r) = 0Otza = 1,2,-…), 从 
而 


| x= 2 lim, ra) = 0, 
这 推出 ,了 = 0. 
GDG). BRD 满足 . 取 定 € X,$ ç = 21 Z e, DERMA 

|. 212 - ||, -rll:?= | s, || = >" [z l’, a = 1,2, (8) 

(8) 推 出 
> |z, |? =liml|l| s, || 2 
I =< zl, 
可 见 级 数 > |z, |? 收 敏 .这 又 推出 当天 > n 时 
Is s DIESA f 
m < pE T 


_ > [z 2 — 0 (m,n > ©), 


AE ENT 
因此 |s,1 是 Cauchy 列 . 设 一 y(n 一 co). fE ; € N,# 


Cy 一 r,e) = lims, — r,e, 


= limt Da ei ei) -~ x, = D, 
FÆRA HEDH H y- > = 0,BI s, > aeo), 这 正 表 明 Fourier 展开 式 (6) 
成 立 . 
式 (8) 直接 推出 s, 一 >=>! s. ?一 l EH GSC). O 
Hei 满足 1.7.5 PRIO 时 , 称 它 为 X 的 标准 正 交 基 .1.7.5 表 明 , 若 je 
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E AREFE BUR S z C xE el 的 分 解 式 (6) , 模 长 公式 (7) 及 易 排 出 
的 内 积 公式 
(rx,y) = > Z, y. (9) 


RETT W. ,标准 正 交 基 正 好 起 状 Euclid 2 [8] !H B fe bn 5 EH , FF C) 相当 
Tx Fie) 的 “ 直 骨 坐标 ”, 有 时 就 称 为 + 关于 基 #ei| 的 正 交 坐标 . 对 应 

T: X— Ë ,z — lr) 
显然 是 一 等 中 同 构 ,这 一 同 构 保持 内 积 的 对 应 {参照 (5)(9)); 

(Tr,Ty; = (tr,y), 
AT X 172 fE 3 Hilbert 空间 实质 上 并 无 不 同 .这 样 ,借助 于 标准 正 交 基 实 现 了 从 
X a) 的 转化 . 

以 上 绪论 的 前 提 是 某 个 标准 正 变 基 |e| 存在 .然而 , 必 征 有 这 样 的 基 存 在 吗 ? 
回答 是 肯定 的 , 而且 有 求 出 标准 正 交 基 的 普遍 方法 . 设 下 是 一 个 可 分 的 无 限 维 
Hilbert 空间 了 . 取 线 性 无 关 的 无 限 序 列 1x,| TX ir) E X 的 基本 集 , 然 后 依 
如 下 的 Schmidt 正 交 化 方法 将 其 标准 正 交 化 : 令 


y £]; 
5 (=, Ji) Hn = 2 (10) 
一 (y y yu 3-13 * 
Ëa 一 Yar il Na | 3 MH 一 = 1,2,*…, 


则 fa,| EARE EZA HUE 1.7.5 PRG, BEE X 的 标准 正 交 基 . 

1.7.60) HJ =la, b]la <b) WLG) 是 一 个 可 分 的 无 限 维 Hilbert 空 
间 ( 参 看 1.3.8). L2 (J) 中 常用 的 两 类 标准 正 交 基 是 : 

1 ERAR B u, = x ,nn 二 0,1,…, 则 | 1 线性 无 关 , 且 是 工 :( 了 的 基本 
集 ( 人 参看 1.3.8). 用 Schmidt 正光 化 方法 得 出 一 多 项 式 系 , 它 构 成 L*(7) 的 标准 正 
Æ. J = 【1,1] 时 ,所 得 的 标准 正 交 基 就 是 著名 的 Legendre 多 项 式 系 iL, | . 

r ARR. H u, = Ze E -4 > i = y —],n = 0, + 1, 
+2, Mi un) BEREE RORE, HE LIOU) Bj K EQ H: E 
L2(J) 的 标准 正 交 其 . u € L2(J) 关于 1 al 的 Fourier 展开 式 就 是 w 在 通常 意义 
下 的 复数 形式 的 Fourier 级 数 . 

如 末 说 ,标准 正 交 基 提 供 了 向 量 沿 互 相 正 交 的 "坐标 轴 ” 的 分 解 式 ,那么 以 下 


由 ”应 用 上 重要 的 Hilper 空间 大 都 属 此 情况 .即使 对 不 可 分 的 二 lbert 空间 ,适当 推广 标准 
正 交 基 的 定义 之 后 , 亦 可 指明 它 存在 菜 种 标准 正 交 基 . 
O JARA SASIR TRE C(J) 中 稠密 ,因而 办 在 L 中 稠密 . 
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定理 提供 了 向 量 沿 两 个 王 相 正 交 的 子 空间 的 分 解 式 . 

1.7.7 正 交 分 解 定理 ” 设 A 是 Hilberi 定 间 针 的 
闭 子 空间 , 则 有 直 和 分解 

X= ABA. 

证 ” 易 直 接 验 证 A E X 的 团子 空间 , 旦 和 站 
和 A= O KRAHE X - A+A. 

取证 zz E X. RAER a € A, r-a A— 
( 见 图 1 一 5). 直观 上 ,可 想象 a 是 从 x 3 引 向 A WER 
HI“ EE B e, E Aln 一 1,2,…), 售 

|z, -x || — pdl, A) (n-a). 

由 中 线 公 式 {1.7.3) 有 有 


|| z, = z. | = 2] z, a |2 + 2] z, - z ll 


2 
=, + +T 
_ 4 | 


=< 2| >, z 12 +21 z, - z |2 4o — 0 
(m,n — oo), H W |z) Æ Cauchy p|. r, — a € AYB AB1'.22 p = z-— a, 
Wro a + b, |] b || = p. 余 下 只 需 证 5 € Al Hl V. € A: b, y D = 0. 取 定 y 
€ A, PIAR y Z 0. Va € 区 ,有 
< | x- (a + ay) ii? = | b — ay || 2 
= p- alb, y) -alyd + lal? lyt. 

Pla = ayl y RAE G, yl alaa Ryn HP) 

1.7.7 中 的 a € A 是 A 中 元 对 xz BB EB r. A-a) LA, ER a 是 z 在 
站 上 的 正 投影 (参看 3.5.5). 若 ie;| 是 一 标准 正 交 系 ,4 = spanj|el,e2,… e l F 
z; = (Tr,e;), 


a = Yie,, b = zxz-—4a, (11) 


W r= atb a € A, HARARE b C AL. 由 分 解 的 唯一 性 ,a 就 是 z 的 最 
ET. 公式 (11) 提供 了 在 Hilbert 空间 中 求 最 佳 逼 近 的 一 简便 方法 . 试看 一 例 . 
1.7.8 例 在 区 间 了 -=[-1,1] ERR? KFH u = 1⁄(1 + z2) 的 
2 次 多 项 式 . 
解 ” 依 公式 (11), 所 求 2 次 多 项 式 为 
u = tu Lolot Cu L Litlu, Lalo, (12) 
其 中 工 , 是 Legendre 多 项 式 {1.7.6), 即 


š 
La = 方 ,L = zaj ŽL = R Ba 1). 
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算出 

(u, Lo? = s T = vs; 

(Ld = 3f 2 -0 

Cu, Li) = ¿sf 3r la, = JG — m) 
代 人 式 (12) 经 整理 后 得 


_ 6r-15_ 15(r-3) z 
“4 4 


== 0.9624 — 0.5310>°. 


`S 1.8 度量 空间 与 拓扑 空间 


本 童 前 七 节 给 测 了 Banach 空间 (包括 其 特 款 Hilber 空间 ) 基 础 概念 的 一 个 
REM. Banach 空间 理论 为 范围 广泛 的 分 析 问 题 提供 了 一 个 适当 的 空间 框架 . 它 不 
像 Hilbert 空间 那样 失 之 过 案 ,缺少 回旋 余地 ;也 不 像 较 之 更 一 般 的 抽象 空间 那样 
K< phi, 以 至 无 法 充分 利用 平常 Euclid 空间 中 的 许多 有 益 启示 .因此 ,在 以 提供 
“基本 的 " 泛 晃 分析 为 宗旨 的 本 书 中 ,集中 考虑 Banach 空间 是 很 自然 的 .但 应 立即 
指出 ,在 现代 抽象 空间 理论 不 断 拓 广 的 进程 中 , Banach 空间 远 不 是 一 个 终极 概 
念 ,更 一 般 的 空间 概念 的 引进 ,不 只 是 逻辑 上 的 自然 引伸 ,更 受到 范围 广泛 的 理论 
与 应 用 问题 的 推动 .对 于 “深入 的 " 泛 函 分 析 来 说 ,更 一 般 的 空间 概念 已 经 不 可 能 
少 ,有 些 ( 如 拓扑 向 量 空间 ) 其 至 越 来 越 处 于 中 心地 位 .现代 抽象 空间 理论 已 如 此 
庞大 ,本 节 的 介绍 至 多 使 读者 获得 一 点 初步 印象 .不 过 ,对 于 有 兴趣 迈 人 这 些 空间 
领域 的 读者 来 说 ,这 种 印象 还 是 有 益 的 . 

在 $1.1 中 ,已 在 赋 范 空间 中 引进 距离 ; 

d(z,y) = zr-yl. (1) 
直接 由 范 数 公理 (Ni) ~ (N;) 及 定义 式 (1) 推 出 ,距离 有 性 质 ; 

(Mi) 对 称 性 : d(x,y) = d(y,x); 

(M) 三 角 不 等 式 :d{ 工 ,y) < d(z,z)+ d(y,z); 

(Ms) 正定 性 :ad (x,y) = 0 d(x,y) = Szr = y. 

如 有 果 搬 开 距 离 的 定义 式 (1) ,仅仅 以 性 质 (M ) ~ (M) 作为 出 发 点 ,就 达到 公 
HAEE RMR. 

1.8.1 定义 ” 设 民 是 任 一 非 空 集 . 苦 对 于 中 任 一 对 元 rz,y, 指 定 了 一 个 实数 
dry) 称 为 工 与 y 之 间 的 距离 , 它 满足 度量 公理 (M ) — (M), BJ 3KPE B EA 
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d(r,y) 为 苹 上 的 一 个 度量 , 称 XRS, d) 为 度量 空间 . 

由 此 定义 ,任何 贼 范 空间 依 (1) 所 定义 的 度量 a 是 度量 空间 .与 赋 范 空间 的 
重大 区 别 是 ,度量 空间 不 受 件 何 代数 关系 的 约束 , 因 市 在 运用 时 具有 更 大 的 灵活 
性 .但 因此 却 远 不 能 达到 如 赋 范 空间 那样 让 富 的 结果 . 

RCX, d) EREHE RSM Atr, C 六 是 一 序列 ,x € Xdlzr,,X) 一 
O(n 一 00), 则 说 和,| 收 仇 于 z, E a 0) # 

limd Ems Tn ) = = Ü (2) 
(WR S 1.1(9)), WER ies) 为 Cauchy 列 . 若 生 中 所 有 Cauchy Piia, MPR x > 
完备 度量 空间 (Frechet,1906) . 参照 Š 1. 1 知 Banach 空间 是 完备 度量 空间 . 实际 
E Banach 空间 的 任何 非 空 闭 子 集 都 是 完备 度量 空间 .对 应 于 $1.3(1)(2) ,度量 
空间 中 的 开 球 与 拟 球 分 别 定义 为 : 

Bla) = iz€': d(z,a) < r]; 
B.(a) = Iz €: d(z,a) < r]. 
将 $1.3 一 81.6 中 的 概念 与 结论 移植 于 度量 空间 , 基本 上 是 一 种 例 行 的 推广 ,要 
作 的 往往 是 将 Ir- y 换 成 d(x,y), 将 “Banach 空间 的 闭 子 集 ” 换 成 完备 度量 
空 朵 而 已 .但 也 应 注意 到 ,那些 实质 上 依赖 于 一 定 代数 关系 的 结论 (例如 1.5.7)， 
显然 不 能 推 于 度量 空间 .将 51.3 一 $1.6 的 内 容 作 一 鼻 仔 细 审 察 ,从 其 中 挑 出 
那些 可 推广 于 度量 空间 的 结论 ,无疑 是 一 种 极 有 益 的 练习 , 有 兴趣 的 读者 不 妨 一 
试 . 
下 面 是 一 个 不 可 赋 范 的 度量 空间 的 例子 . 
1.8.2 例 考虑 及 上 的 连续 函数 之 全 体 C(R). 对 任 给 € C(R), 今 
Hala = sup lu{x)|l, a = 1,2,.; 
[rÍ =a 
— Hal, 
l| = Te 

此 处 尽管 用 了 记号 ‖ 4 | ,但 并 不 意味 着 它 是 一 个 范 数 ,不 过 | ul 确 有 类 似 于 
范 数 的 性 质 ，; 

(DO -d= lall; 

GD la + ol < lal + Hol; 

Gü) la = 0; i ai = Su = 0 ulr) = 0). 

HAER GD 是 明显 的 ;性 质 (ii) 的 验证 基于 不 等 式 


TIPENE T+ T 


现 令 d(u,o) = |u -vll (u,v 七 C(R), 则 显然 q 满足 公理 (MI ) — (M), N 
CCR), d) 是 一 个 度量 空间 . 若 u,n € C(R)(k = 1,2,4), 034 k — co 时 ， 
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NT |a cul, - 
Iaooai a er =o 


= lim | u ul, =0 (Vn€N) 


Yn EN, El- n in] E u, $u. 
fi lu 1 过 CR) 是 一 Cauchy 列 , 划 限 制 在 每 个 区 间 [ 一 nn] 上 ,tw IK sup HA 
是 Cauchy |. Asi u € CR), PRERANE- nin] E ug =u, Aii dluga) 
— Ü(# 一 oo) 这 吉明 (CR) ,32) 是 一 完备 度量 空间 . 

很 容易 看 出 , 依 1.8.2 所 定义 的 度量 ,在 CR) 中 u, > uik — co) 相当 于 在 
任何 有 限 区 间 上 u, Fulk- 9). 这 种 收 合 性 十 分 自然 , 且 妈 使 用 初等 分 析 的 语 
育 也 能 被 明日 描述 , 伺 却 不 能 纳入 依 范 数 收 合 的 概念 之 内 ,这 一 事实 足以 显示 出 
同 范 空间 概念 的 癌 限 性 ,调度 量 空 间 概 念 则 在 一 定 程 度 上 弥补 了 这 一 局 限 性 . 

然而 ,对 于 各 种 分 析 问 题 的 描述 ,度量 空间 概念 依然 不 足 为 用 . 即使 在 着 来 很 
切 等 的 问题 上 ,度量 空间 的 局 限 性 亦 能 表现 贞 来 ,下面 就 是 一 个 很 初等 的 例子 . 

1.8.3 例 ”以 下 记 R 上 的 实 沙 数 之 全 体 , 任 给 ,uFtn = 1,2,…), 定 
x 

ua > u V r C Riu, r>) > ulr) (n — eo), 
即 下 中 的 收 合 就 是 "处 处 收 化". 这 种 收 伍 性 当然 极为 简易 初等 且 椒 过 其 用 ,但 它 
划 不 能 由 任何 度量 定义 .小 

这 样 ,我 们 又 走 到 了 一 个 进 人 新 的 空间 领域 的 路 口 , 路 标 指向 所 谓 拓 扑 空 
间 所 , 它 比 度量 空间 要 宽泛 待 多 ,足以 消除 如 1.8.3 所 揭示 的 那 种 缺憾 . 

回忆 一 下 1.3 中 曾 提 到 ,一 个 赋 范 空间 关中 的 开 集 之 全 体 ( 记 作 =) 有 以 下 
性 质 ; 

(GO X € -; 

(O) IA; ; : € li C z > U A; € z; 

(OV IA 1 1= =S nl C r= ñ A; € z. 

上 述 结论 同样 也 适用 于 度量 空间 .我 们 自然 推 想 , 这些 性 质 根本 林 应 与 范 数 
或 度量 发 生 必然 联系 ,它们 自身 应 该 成 为 一 个 更 一 般 的 概念 的 出 发 点 , 这 就 导致 
以 下 定义 ， 

1.8.4 定 义 ” 谈 和 是 任 一 非 空 集 . 若 已 指定 了 一 个 集 族 r 守 24 U BRA € < 
称 为 开 集 ,t 满 足 开 集 公理 (Oj) — (O,) , 则 称 r 为 X 上 的 一 个 拓扑 , 称 (X,z) 为 一 


d 这 一 结论 的 严格 证 明 依赖 于 较 深 入 的 知识 . 
o ”实际 二 , 介 下 度量 空间 与 拓扑 空间 之 间 , 还 有 -… 些 中 间 类 型 的 抽象 空间 ,但 其 重要 性 
人 不 太 拓 扑 空间 与 度量 空间 . 
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个 拓扑 空间 . 

据 此 定义 ,任何 度量 空间 都 是 拓扑 空间 ,其 中 的 拓扑 ( 即 开 集 族 ) 称 为 度量 拓 
扑 ; 特 别 , 任 何 赋 范 空间 (及 其 每 一 非 空子 集 ) 都 是 拓扑 空间 ,其 中 的 拓扑 称 为 范 
数 拓扑 .更 特殊 点 R° 依 范 数 拓 扑 是 拓扑 空间 { 由 1.1.6, 这 种 拓扑 与 范 数 选取 无 
闫 ). 另 一 方面 , 远 不 能 说 拓扑 空间 是 度量 空间 . 要 举 出 非 度 量 空间 的 拓扑 空间 例 
子 实在 易于 反 掌 .例如 , 设 汪 是 任 一 多 于 一 点 的 集 , 令 rz = iX, ol , 则 显然 tr 已 满 
ERHO) 一 Do) ,因而 (X,r) 是 一 拓扑 空间 ,zc RAX ERFAR. BEFA 
拓扑 绝 不 可 能 是 度量 拓扑 ， 

一 个 颇具 吸引 力 的 问题 是 在 拓扑 空间 中 展开 类 似 于 $1.3 一 $1.6 的 理论 . 
考虑 到 除 抽象 的 公理 (DO ~ (OO) 之 外 ,现在 别 无 其 他 结构 可 用 ,拓扑 空间 理论 的 
展开 似乎 充满 困难 昌 内 容 和 贫乏 .然而 ,实际 上 开 集 公理 (Oi) — (OO,) 蕴涵 了 一 个 蜡 
常 丰 富 的 理论 ,而 且 其 基础 部 分 与 赋 范 空间 中 的 点 集 论 极 为 相似 ,以 至 无 需 太 多 
的 改动 即 可 将 $1.3 $1.5 中 的 许多 内 容 移植 到 拓扑 空间 . 当然 这 一 移植 过 程 
仍然 有 不 少 技 术 性 困难 需要 克服 ,而 且 深 入 的 展开 将 遇 到 更 多 的 困难 .所 有 这 些 
都 只 能 从 拓扑 学 的 专 书 中 获得 了 解 , 本 节 充 其 量 走出 开头 的 几 步 ,以 使 读者 获得 
最 初步 的 印象 . 

AFEC, r) 是 一 取 定 的 拓扑 空间 . 为 移植 $1.3 中 的 概念 ,我 们 用 开 集 来 
起 赋 范 空间 中 的 球 的 作用 . 

18532 PD ACX,z € X #fff V€ r, fx € VCA, M z 
A 的 内 点 ,而 称 V 为 z 的 邻 域 .以 4" 记 上 的 内 点 之 全 体 , 称 它 为 4 的 内 部 . 若 对 
x 的 任何 邻 域 V 有 A 门 立 天 好, 则 称 z 为 A Phan. PI A IPA 的 触 点 之 人 全体 , 称 
它 为 A 的 闭 包 . 称 3A 全 A\ A' 为 玉 的 边界 .车 A = 及, 则 称 AA 为 闭 集 . 若 A = Xx, 
则 称 A 为 和 中 的 稠 集 . 

1.3.3 与 1.3.5 的 (i)(ii) 可 完全 推广 于 拓扑 空间 ;1.3.5 的 (ii 刚 不 再 是 一 个 
要 证 明 的 结论 ,而 是 整个 理论 的 前 提 假 设 .尽管 仍 可 验证 A AFR SA = A', 但 
已 不 像 1.3.4 中 一 样 需要 依 此 来 定义 开 集 . 

基于 连续 性 的 定义 1.4.2 需 加 改造 后 方 可 用 于 拓扑 空间 . 

1.8.6 定 义 臣民 ,了 是 两 个 拓扑 空间 ,下 :X 一 了. 若 WYzEX, 对 性 给 Fx 
在 区 中 的 邻 域 了 ,有 > 的 邻 域 D, 使 FUC V, IR FAE ECX, YE 
M XAY KERRE. A FECA, Y) 是 一 双 射 且 Ft € CCY,X), 则 
s FEDERE FEM X AY 的 同 胚 时 说 和 与 了 EAEE. 

HARRER HEEE [R] RJ J AS A. 

易 见 关于 连续 映射 的 定理 1.4.3 与 1.4.4 亦 适用 于 拓扑 空间 . 

关于 紧 性 的 定义 1.5.1 无 需 改 动 就 可 用 于 拓扑 空间 ;关于 紧 集 等 价 刻画 的 
1.5.3,1.5.4 对 于 拓扑 空间 亦 有 适当 的 推广 ,但 这 涉及 到 一 些 较 复 杂 的 概念 . 
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关于 第 一 纲 性 的 定义 1.6.1 量 然 亦 运用 于 扫 扑 空间 .但 Baire 定 理 并 不 适用 于 
任意 的 折 扑 空间 .不 过 ,对 一 类 特殊 的 拓扑 空间 , 戎 所 谓 局 部 紧 空 间 ,可 应 用 Baire 
定理 (1.6.2)， 

W r,t € Xia = 1,2,0 EX r BTS SRV I JIN, Yn Z N:z, € V, 
MITES] rai ATF z ICE r, 一 区 nm 一 co). 这 与 度量 空间 中 的 极限 定义 实质 
十 并 无 区 别 , 但 极限 性 质 则 差异 其 大. 例如 , 俏 不 对 X 如 新 的 假设 ,我 们 甚至 不 能 
证 明 极 限 的 唯一 性 ;也 不 能 如 1.3.2 一 样 ,断言 x EE 有 A 时 有 有 A 中 的 序列 收 人 敏 于 x. 
止 古 这 类 "病态 ”造成 了 展开 拓扑 空间 理论 的 困难 . 

最 后 ,我 们 再 回 到 便 1.8.3, HEE 下 上 引进 某 种 拓 扩 . 任 给 a € F.zi,z2, 
Re>0, 今 

Uw re) = jo € F: |u(zi) v(x) | < e(1=< ; nl (3) 
以 工 汇 形 如 (3) 的 集 的 并 之 全 体 , 今 证 + 是 局 上 的 一 个 拓扑 .显然 满足 开 集 公理 
(O), oo .为 证 (Oa) ,只 需 验 证 :任意 两 个 形 如 (3) 的 集 的 交 属 于 z EER u,v € 
For Oa Za Ta Tn C Rian < nm),e,d > 0;1% 
w E Ula ri Te) N Ulu, Ep Th 0). 


令 
n= minje — [u (z,) — w(x)|, 
-| olz) -wlr | 15i < n < ; < ml. 
任 给 z€ U(w,xi, yx 人 ,有 
zz ur) < zr) wled] wled- uld l 
< n + EEDEN ur)  (1= i= n), 

A L > E Ulur tp e i E > € UCU, Err’ Za 8). WA 

U(u,zi Em 9) C U(u,zi t r. 8) N UEU, Epal Em8), 
由 此 推出 TCR zi O 站 UCU, Epal 人) C r. 

给 定 ,ws € F(n = 12…), 设 依 下 中 的 拓扑 有 局 > u(n— co). V z € R, 


e >0,U(u,z,e) E u H FR AE IN, Yn Z N:u, E U(w,z,e), 这 音 
Waq 


|ual) - u(z)|< £ (Vn >N), 
B A u, (z) u(z)(n-=oo, Vz € R), BIER Flu, l AART u. REA, 
Woh t F H hu, — u HEDRE HE, RARR AAA 纳入 
了 依 拓 扑 收 和合 的 概念 之 内 ,而 在 度量 空间 的 框架 内 却 无 法 做 到 这 一 点 . 
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1.1.6 之 证 不妨 设 K = R(K = CHEREE AME, B RÆ X ER 
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拓扑 同 构 ,其 中 R“ 中 采用 Euclid 范 数 . 

J X 的 一 个 基 fel ,ez,…,e,} .定义 

T:R =X, = (A) — Dg, 

则 T 为 线性 辐 构 .YA € R", 有 

W TA] — JTA IES l| Ta - TA | = lra -ah ll 

= |Z a -apels D [a -A| el 
<la- ID la 2) 2 《用 Cauchy 不 等 式 )， 
A | TA | 是 关于 (A;) € R" 的 2 元 实 连续 函数 . 由 熟知 的 实 分 析 结 果 ( 如 参考 
[13,Th.1.6.6]), | TA 在 单位 球面 
S= 人 ER: 141=1 
上 取得 最 小 秆 a SRA, HD a > 0( 广 意 TA = 0 = 0). VÀ € R*,"8 2 Z 
0 时 A/|41€ S$, 于 是 
alal I TAI = lataa elal. 
FFA alala IAI < 814 | 当然 亦 通 用 于 = 0. 因 此 工 是 一 个 拓扑 同 构 . 
O 

1.2.2 之 证 设 必 = Ira: n C NL RAKE ó f r E 8. (n = 1,2,9), 
> më, < co, 是 Lebesgue WE. S u, = X, Vn = 21 ui U = >D, ui. 显然 
Uy = R'(J),v €E L'I), 

lu v lis | Duidm 
= > 18, — Ü (n —= oo), 


可 见 w >o B o € R'(J), SB J E JUP'AbAPEEE KARAN wl, 
Th.3.4.1]) ,使 得 在 JJ 上 mw = wae.. R £ € N Ù wr) < (Vx € J). JR 
ra € J: KR r, € J (| 3, , nx > zn1,…, 相 继 取 出 r EJA ôa, NN 5, 
邻 
È= J A ba N N Sas 

MCJ, më > 0,# ó Ev >k > w, R5 u = wae TA. AR R(E 
L!(J) 中 是 非 闭 的 ， o 

1.5.3 之 证 (=li). RA ERE, PAN B, = @, W UB = X AmB: 
是 A 的 开 履 盖 , 于 是 对 革 个 充分 大 的 mn 有 


B.CACUB = F, 
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这 与 B, = Ø WFA. M (1 B, = 2. 
(ü)==(un. Deaf) 满足 . 仔 取 A 中 的 序 到 rij ,不妨 设 z, A+. F 
B, = lnc ialla = 1,204). Fir 没有 收 伍 子 列 , 则 每 个 B, 为 财 集 . 显然 
ADB DBE D, N B, = 好 ,这 与 条 件 (i0) TA. AE], 4 WAR f 51]. 
GiD= (iv). RAAE GD 满足 . 若 A 非 全 有 和 界 , 则 有 > 0, A 不 被 任何 有 限 个 
半径 为 + HRA HLR rt € A VA 
z ANB,(r), 
£} E A N [B.(x 1) U 也 《zz)]， 


rC AN WB.(zri), n = 2,3 pn 
如 此 所 得 压 列 | x, 1 C A 显然 满足 
| z, - z || Z r (m = n). 

DW PERJPF 32 AH RERA p| ,这 与 条 件 (iii) 闻 盾 .因此 A 必 全 有 界 . 

(vi t A 2ER. 5 A 3EE WE A UFAR a 它 无 有 限 子 覆盖 . 由 
全 有 界 性 ,可 取 有 限 个 半径 为 1 的 款 覆 盖 A ,其 中 必 有 一 个 , 记 作 B1, 使 A N B, 
不 被 汉中 有 限 个 集 覆 广 .又 取 有 限 个 半径 为 12 HRA A ,其 中 必 有 一 个 , 记 作 
Ba A N B, N B; 不 被 沁 中 有 限 个 集 著 盖 , 如 此 继续 ,得 到 一 列 球 |B,|,B, 的 


学 径 为 17n ,A Añ B NA N B, PRAHARA. ER r, C A,(n 
= 1,2,0) M m > zn PT | z, - =, Ú =< 22/88, Be] z. 1 是 Cauchy 列 .由 完备 
H z € A:r,— z(n— 0) H aS A.M U € dE U. IN z E U Bü 
内 点 ,zw € An, M 

diamA, = damB, 一 0 (z — œ), 
故 当 n 充分 大 时 必 A, C UERS A, 的 构成 相 矛 盾 . 因 此 A 为 紧 集 ， C 

注 .者 不 假定 X 完备 , MuE SGS GiG). 事实 上 ,在 证 明 
(i) >(ü) >G) (iv) 时 并 未 用 到 完备 性 . 若 假 定 条 件 (ii)( 因 而 (iv)) 满足 ,A 非 
紧 , 然 后 依 上面 的 最 后 一 段 证 明 得 出 Cauchy 列 |z | , 则 1x, i ARRAT z, 1.2 
Ta > x € A, Manara NERT i FA. 

1.5.9 ZE ”首先 设 4 在 CC 中 相对 紧 , 则 A 必 有 界 (1.5.4), 这 等 价 子 一 
BAT A A 非 等 度 连续 , 则 存在 e > O.,u, € Ary, € Jn = 1,2,…) ,使 
[ta — ya |— Oln — œ), fi 

lu (z.) — un ys) | e, n 二 1,2,…, (1) 
AJ RTA 相对 紧 ,不 妨 设 x 一 = € J.u, u € CUXn > co), BARKA 
y, — xz. 这 缩合 (1) 有 


. 38 ， 第 一 童 Banach 空间 


e= | ttn En) 一 of 
< uz.) ulr) + |u(z,) — ulr)! 
+ fule) u(y,)|+ |u(y,) — u,(y,)|—+ 0 (n — oo), 
得 出 六 盾 . 
其 次 , 设 1.5.9 PROGE. A iry: n € NI 记 了 中 有 理 数 之 全 体 . 任 
取 序 列 ui C A. HRG, 数列 fu(r1)} 有 界 , 因此 有 收效 子 列 , 记 作 
lul(ri)i BBB. fxs(r2)| 有 收 合子 列 furi(r;)|. 如 此 得 到 je 的 无 限 个 子 列 
lhk = 12,…, 取 其 "对 角 线 序列 "| 21.2 o, = a. Wo) Ela, 的 子 列 ， 
对 每 个 一 12 or ea. V z >0, 取 如 条 件 (ii) 中 的 人 >0. 将 了 等 
分 为 长 度 过 分 的 区 间 4 Ae A PR r EALS) B N > 0, 使 得 
[om (ri) — u, (r)]|< elman > N,1 <; < k). 
Vr € J, z € A, 则 当 m,n > NHA 
| val) lD L| vakr) var) + |o, Cr.) — vr) | 
+ lu, (r;) 一 va (x) | 
Letette = 3e, 
这 表明 | 2, va lo < 3e(V m,n 2 N). AA o) E. CO) 中 的 Cauchy 列 ,从 
而 是 1x, | 的 收敛 子 列 .因此 A 为 相对 紧 集 ， C] 


评 E 


ti, 抽象 空间 抽象 空间 理论 的 提出 ,一 方面 为 19 世纪 后 期 因 更 新 数学 基础 
而 引发 的 公理 化 浪潮 所 推动 , 男 一 方面 则 是 试图 将 经 典 分 析 拓 展 到 函数 空间 上 去 
的 一 系列 探索 的 结果 . 

引进 旺 数 空间 的 必要 性 ,在 19 世纪 下 半 叶 逐渐 被 一 些 数学 家 认识 到 . Ascoli 
(1883) ,Volterra( 1887), Arzela( 1889) ,Hadamard(1897) 及 Bord 等 人 都 曾 以 各 自 
的 方式 表达 了 应 将 函数 看 作 点 的 现 点 .在 建立 抽象 空间 理论 的 道路 上 ,第 一 项 里 
程 碑 式 的 工作 属于 Fréchet( 1906). Fréchet 力图 以 Cantor 集合 论 的 语言 ,统一 自 
Ascoli 至 Hadamard 等 人 人 的 思想 ,建立 一 种 抽象 的 点 集 论 ,其 中 包含 了 Cantor 点 集 
论 中 许多 概念 与 命 晤 的 推广 ,为 了 给 点 集 械 念 一 个 空间 框架 , Fréchet 引 人 了 度量 
空间 概念 . 

Hilbert 关于 几何 基础 的 葛 基 性 工作 令 人 信服 地 证 明 , 依 车 公理 化 方法 ,能 完 
成 何等 辉煌 的 理论 建筑 .在 Hilbert 的 鼓舞 下 尝试 着 建立 抽象 空间 理论 的 数学 家 ， 
所 使 用 的 公理 体系 形式 土 远 比 初等 几何 公理 系统 简单 ,而 由 其 展开 的 系统 则 具有 
时 大 的 包容 性 ,因而 有 更 广 阔 的 应 用 前 景 . 最初 的 成 果 已 使 开拓 者 们 欢欣 不 已 . 


W 注 39. 


作为 公理 化 数学 的 坚定 借 时 者 ,Hilbert 直接 参与 了 抽象 空间 理论 的 开发 , 正 
是 Hilbert FAF FTM Euclid SpE I /* 空间 的 道路 ,1* 空间 可 看 作 最 接近 
Euclid 空 间 的 无 限 维 定 间 .Hilbert 在 研究 无 穷 线性 方程 组 时 考虑 了 满足 
2; |=, i? < oo 的 数列 {z} .然而 ,Hitbert 却 止步 于 半空 间 的 门槛 之 前 , 平 式 引 人 
六 空间 糙 念 的 任务 是 由 Schmidt 与 Fréchet 完成 的 ,他 们 研究 了 eA FREE, 
完备 性 与 可 分 忻 . 现在 通用 的 范 数 记 号 | + | ,就 是 Schmidt(1907) 首先 用 于 2 
中 . Lebesgue 积分 创立 (1902) 之 后 ,正在 创立 无 穿 维 空间 理论 的 数学 家 立即 认识 
到 空间 L? 的 重要 性 ;1907 年 Schmidt 与 Fréchet 实现 了 从 空间 Z A L? 的 过 渡 ， 
儿 平 在 同时 ,Riesz 与 Fischer £ 2 Y EA 22 5 Lla, b] 之 间 的 同 构 性 , 这 是 
Lebesgue 理论 引 人 人 注目 的 早期 胜利 之 一 .此 后 ,空间 理论 的 进一步 的 开拓 更 不 可 
NJE. 1910 咎 ,Riesz ILT L? 空间 ,证 明了 有 关 工 空间 的 主要 结果 .Banach， 
Hahn, Helly, Wiener 几乎 同时 (19223 引 进 了 感 范 空间 . 关于 这 种 空间 的 理论 在 
Banach 于 十 年 后 内 版 的 经 典 人 性 著作 《Theorie des opérations Lineairesy 中 已 经 相当 
成 就, 以 Banach 命 名 这 类 空间 是 顺理成章 的 .至 于 Hilbert 空间 的 公理 化 定义 , 则 
Ms E 1927 年 才 首 次 出 现 于 Von Neumnn 的 论文 中 .然而 ,Banach 等 人 的 工作 并 来 
结束 迈 问 抽象 空间 的 认 忠 忻 进 军 , 这 一 迈进 几乎 占据 了 整个 20 世纪 ,其 至 氨 令 余 
RRE. 当代 理论 数学 球 然 于 名 目 繁多 的 抽象 空间 中 ,这 在 很 大 程度 上 要 归 因 于 
泛 攻 分 析 的 早期 开拓 者 . 

2. Banach 空间 ”与 一 些 流 行 的 泛 函 分 析 教 材 不 同 ,本 书 不 以 度量 空间 , 而 以 
Banach 空间 作为 主要 的 空间 民 架 , 态 是 反复 权衡 后 的 选择 .首先 ,应 用 上 最 常见 
的 空间 无 疑 是 Banach 空间 ,特别 精致 的 理论 甚至 需要 Hilbert 空间 .其 次 ,任何 度 
量 空间 -~ 适当 改 赋 度 量 之 后 一 一 都 可 徽 人 到 某 个 Banach 空间 中 ,因此 ,以 
Banach 空 间 取 代 度 量 空间 收 辑 上 几乎 没有 什么 损失 . 最 主要 的 是 ,在 唤起 读者 对 
TÈR Euclid 空间 的 直观 形象 的 联想 方面 ,Banach 空间 显然 远 胜 于 度量 空 [Bj , 对 
于 初学 者 而 言 尤 其 如 此 .因此 ,本 章 的 材料 主要 沿 Banach 空间 这 一 主要 线索 展 
开 , 只 是 在 $1.8 中 指明 ,在 Banach 空间 中 有 意义 的 那些 概念 与 结论 ,只 要 仅 用 到 
度量 而 不 涉及 代数 结构 ,都 可 推广 于 度量 空间 ,而且 为 此 而 须 额 外 付出 的 代价 是 
微不足道 的 . 

3. 抽 象 方法 的 简化 作用” 通过 引进 函数 空间 , 进而 提升 到 更 一 般 的 Banach 
空间 . 度 基 空间 等 ,许多 分 析 学 问题 被 赋予 了 完全 不 同 的 表达 形式 ,以 至 初 看 起 来 
与 原来 的 问题 几乎 没有 共同 之 处 .例如 ,用 ”次 多 项 式 平方 平均 通 近 某 一 给 定 函 
RIME, MERRER R Hilbert 空间 中 某 一 点 到 某 个子 空 间 上 的 下 慑 影 ! 
个 习惯 抽象 方法 的 人 ,突然 面 对 一 大 堆 防 生 的 名 启 , 不 免 深 感 慢 惑 , 人 们 付出 了 朱 
去 问题 原型 性 的 代价 ,这 值得 吗 ? 

近 一 个 世纪 期 间 诈 函 分 析 所 带 来 的 辉煌 自 果 应 当 能 够 证 明 ,将 具体 问题 抽象 
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化 是 值得 的 .本 书 所 能 提供 的 例证 固然 有 限 , 但 已 能 说 明 问 题 .从 方法 论 的 角度 考 
虑 ,究竟 是 哪些 因素 使 抽 繁 方法 富有 效力 呢 ? 让 我 们 作 一 简要 分 析 ， 

(A) 一 个 具体 问题 一 旦 被 纳入 抽象 空间 的 框架 之 内 ,原来 本 上身 很 复杂 的 对 象 
(如 函数 .序列 .曲线 .曲面 . 乍 阵 .变换 等 ) 现 在 不 过 是 空间 中 一 个 点 而 已 ,无 论 这 
个 点 内 部 看 来 县 有 多 大 的 复 人 条 性 ,都 一 概 被 抹 去 ,在 进一步 的 研究 中 不 再 起 任何 
作用 ,这 就 使 问题 大 大 简化 了 . 对 于 问题 的 最 终 解 决 ,被 抹 去 的 那些 东西 ,本 来 就 
是 不 上 起 作用 的 ,倒是 它们 的 存在 掩盖 了 本 质 性 的 因素 ,一旦 舍弃 这 些 细节 ,本 质 的 
东西 就 由 显 出 来 . 例 旭 , Cauchy 不 等 式 C 人 1,2(10)) 在 外 观 上 并 不 简单 .实际 上 ， 
该 不 等 式 中 和 >, =, y, 的 特殊 结构 并 非 本 质 的 东西 .如 果 令 之 = (z;),y = (y), 
BAFA ER T | Gyi Ss kelalla, 原来 它 不 过 是 Schwarz KER 
的 特例 而 已 . 

(B) 通过 与 通常 Euclid 空间 的 类 比 ,抽象 空间 能 获得 一 定 的 直观 形象 ,因此 
使 得 在 抽 每 空间 中 进行 的 逻辑 论证 更 好 理解 .以 为 一 个 分 析 问 题 的 原型 是 具体 
的 、 眉 观 的 ,而 转化 成 抽象 宇 间 中 的 问题 后 变 得 笼统 .抽象 以 至 无 从 捉摸 了 ,实在 
是 一 种 极 大 的 误解 .例如 , 设 LL.) 是 Legendre 多 项 式 系 ,fF € L2[-— 11], 则 


AG) = DLOS FL 


#[|- 1.1] EIES IEI f(r) 的 n 次 多 项 式 . 如 果 没 有 Hilbert 空间 概念 ,你 
能 说 这 一 结论 是 直观 上 好 理解 的 吗 ? 经 抽象 化 处 理 的 问题 往往 更 直观 ,不 明白 这 
一 点 ,就 难以 领会 证 轿 分 析 的 奥妙 . 

(C) 抽象 化 方法 用 高 度 概 括 的 形式 统一 了 外 观 上 极 不 相同 的 问题 ,从 而 沟通 
了 一 些 初 看 起 来 遇 不 相关 的 领域 ,这 就 为 获取 新 知识 开辟 了 更 多 的 渠道 .例如 , 既 
然 实 Hilbert 空间 中 任何 n 维 子 空间 与 R" 并 无 实质 区 别 , 就 不 妨 将 R” 中 各 种 已 
知 结论 直接 移 用 于 该 子 空间 .这 样 做 是 十 分 经 济 有 效 的 . 

4. 扫 扑 同 构 ”和 名 种 意义 下 的 “ 同 构 "概念 在 抽象 空间 理论 中 有 基本 的 意义 . 简 
单 地 涪 , 互 相同 构 的 空间 就 所 涉及 的 结构 而 言 ,并 无 实质 不 同 ,只 是 形式 有 别 , 因 
讶 不 站 号 相 蔡 代 , 以 使 带 米 简化 .例如 ,所 有 n 维 实 Banach 空间 互相 “拓扑 间 构 ”， 
因此 就 涉 及 收 合 性 与 向 量 线性 关系 的 问题 而 言 , 仅 考 虚空 间 Rn" 就 足够 了 . 再 如 ， 
仔 何 无 限 维 可 分 Hilbert SFERAT 疡 ,因此 ,形式 上 似乎 很 不 同 的 空间 22, 
FL-[e ,pb] 与 二-(R") 等 实质 上 毫 无 差别 ! 基 于 此 ,我们 完全 可 以 将 对 工 2XRz ) 等 的 
研究 转化 为 对 12 的 研究 . 
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习题 A 


ATAM AHA it ,在 习题 陈述 中 往往 省 略 “* 求 证 "或 "证 明 " 二 字 
l. idla, A) diy, AlE [+ -— yl. 
2. 证 明 |,1.4. 
3. Banach Z [8] Pi pta XTW 38 284 390 pa 98. 
4. Vn € N. IC, > 0, 对 任何 多 项 式 n(x) = > az 有 
sup | u (r) | =< C, >) |=]. 
RELO] E u, Œu u, Sc SIB sü R FK 3k r M e 为 多 项 式 ， 
. tł p = oo WEBA 1.2.1. 
PLS p = °°) E Banach 空间 . 
. ays] Eok c H sup 范 数 是 Banach 空间 . 
. 2 X IE H YAI aE IU AZ pik, E X 中 使 用 sup 范 数 , 求 其 完备 化 . 
10. DE X, Y B: 8 1.218) HRE RABAR, AXC YHE NX Pu, — u, WE YP 
DMI u, +u. 
14.， 玫 球 是 开 集 , 闭 球 与 球面 是 闭 集 ,球面 是 其 内 部 的 边界 . 
12. A 是 含 于 ARAFE A 是 包含 A 的 最 小 闭 集 . 
13. CHUD 在 CO) 中 不 是 闭 集 . 
14. 设 A,B 志 多 是 瑟 不 相交 的 闭 集 , 则 存在 开 集 G,H, 使 得 ACG,BCHGNIH= G. 
15. £ Y £ X BJ SG r M X fi es Y a. 
I6. LARC < p < œ) 可 分 . 
17. 就 “ 闭 ” 的 情形 证 1.4.3. 
I8. F: X — YR SW A C X: FA — FA. 
19. r — dir, A) RERI 58. 
20. jeri dir A) < ri E £. 


21. C[a,b] "Kum| | afrilsar R3E26325 DB. 


22. BV[a b] O Cla, h] C Cla,b]— R, u — Vilu) PEATA. 

23. # F, 连续 ,已 =F, W F ER. 

24. # 六 ,BC 己 针 是 如 不 相交 的 闭 集 , 则 存在 FE C(X,ID,1]) ,使 FAY = 0, AB) = 1. 
25. 在 有 限 维 空间 中 ,有 界 *+3 爹 有 界 . 

26. B A ZE, D, C X 是 非 空 逆 集 , B D B, 2 ---,hamB, — 0,0 N B, 仅 含 一 点 . 
27. 连续 映射 映 紧 集 为 紧 集 . 

28. 者 AEREN] Ye > 0, 存 在 有 限 集 BCCA, 合 Yr € Adla, B) < x. 

29. EA, BARE, M da €C A.b C B, |a - bl = atA,.B). 

30. AREE, BAAR, dA, B) = 0.W a 1) B> @. 

31. 熙 和 为 紧 集 , 忆 AAE, I A + B EBE IH. 
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32. DDC X ESE, f: D— R FFER ra — r € D> für) < limf(z,)), M f( z) 
在 五 上 取得 最 小 值 . 

33. 若 和 志和 尾 有 限 维 子 空 间 ,r C XWH a C Alro al = d(r,A). 

34. Yu € COD AEIR < n WENA a 的 最 佳 一 致 逼近 . 

35. 设 AC Cia.5] BAR ul) 一 | uld 812 u € Al 在 C[a.b] 中 相对 紧 

36. Banach TE PURTARE EAER OCONEE. 

37. 赋 范 空间 的 真子 空间 不 含 内 点, 真 闭 了 空间 是 玻 集 ， 

38. CUD PEIER ARZ ERA HE. 

39. Lh( J) PREH 83222 E EME =< p < eo), 

40. CE- 1.1] 6345683 2 ERME. 

41. 在 内 积 空间 中 ,cr 线性 无 关 S E G = (irr) d|. 

42. 非 零 向 量 组 成 的 正 变 系 必 线性 无 关 ， 

43. CC[0,1] 中 的 sup 范 数 不 能 由 内 积 定 闵 . 

和 ,空间 (b Z 2) 不 是 内 积 空间 . 

45. r Lye Va C K: [>z +ay| = [x -ayl. 

46. r Lye Va C K: || rrtayl > |]. 

47. 若 | eu 上 是 标准 正 交 系 , 则 | >， < lI rl l> 

48. 在 Hilbert 空间 中 ,4 1 = spanAl Alt = spanA. 

49. B k Hilbert 2] X REE SBL Jol. 

50. 用 Schmidt 止 交 化 方法 求 Legendre EMA L (n = 0,1,2). 


>J B 


Sl. 设 jz CTX Ë Ye > 0, E Cauchy Aliy] CX, [zx,- y H < (Vn € N), 
Miz, 是 Cauchy 列 . 


52. BETE XTA SX PIARA bb ss. 

53, 设 |x, Lgi E ni C AELA, MFE a B 六 0, 使 对 任 给 (4,) € K", H 
aD alad SA BD |. 

S4. CoR) & |, € C(R): lim ulr) = 0} 依 sup 范 数 是 可 分 Banach 空间 


55. BV(J) & Ju : Wla) < h = [a,b DREM uj = l uta)|+ VE(w) 是 不 可 
分 Banach 空间 


56. ACO) S ju :在 了 上 绝对 连续 1(J = [a,b 依 范 数 
lui = lu(ayl+ | la (rylaz 


Ven 


是 可 分 Banach 空间 . 


S7. O< pel hel = Julat s 3 Ls MEP S ju: || u | < =] 


习题 日 . 43， 
(J -— la b DIES | u E E Banach 空间 . 

58. 1” J L (T) Eds n] yË]. 

59. E A C X E PZE, O< R< 1.d( r .A)=SC R| = Yr € X). OA = X. 

60. i X EMETTE. M] x, d PR jy 8 8JBEKOF AAEE. 

61. X Zm =eX IJ pH ES AAEE. 

62. 若 和 生生 是 有 限 维 真 了 空间 , 则 3r € X: | +! = l,d(z,A) = 1. 

63. WAC XERR, Afa ECCA A 对 n YABR A bakik y f Wj £, —= f. 

64. POS p< co) PRA REAT SIr = (z) EA 一 到 地 有 ”| = |? —0n— e). 

65. Wia, n E N! RE, = sania, W X FE Banach 空间 . 

66. ARE Banach 空间 不 能 分 解 为 可 数 个 紧 集 之 并 ， 

67. W A.B h X PA AW, dim A < oo W A + B E. X HATEN. 

68. R(X d) REREH, Ait p: R, 一 RR, 的 一 组 条 件 , 使 ptx,y) = e(d(z,y)) E X 
上 与 如 等 价 的 度 景 . 

69. E X, Y WERZH, X ERK, F: X 一 了 是 连续 双 射 , 则 FERR. 


70. Ë RAZER lel = 二 关于 : 则 : 依 度量 d(x,y) = | 上 r+-y| 是 
HEEM. 


m.ll = Xd :和 MN COUER (o) = hu- vl 是 完备 度 
Eii. 
、 | Sup. | utr) 
72. ìf llall = >> Fr T+ w TuT MU C7 (RD) 依 度量 dw,w)}= le-o] 
守备 度量 空间 ， 
BBA = |u € PI-1,1]: u ARAK), RAL, 


74. | ee TY ' n > > 01 LILO, œ) WEFT. 

题 753 -- RQ h X E Hilberi 空间 . 

75. E A.D 是 多 的 财 子 空间 ,A | B.W A + B E. X MATZA. 

76. ËL A.B EX BBB] fE šJ,0 < ¿< 1.1 (a,5yI=c ella tal (Va cC A, Yb py, 
则 À + B P X 的 团子 空间 . 

77. # XUR. X tB Its F 23 E H 5 E. 

TR. Glen! Silen! 分 别 为 中 的 标准 正 交 基 与 标准 正安 系 ,> | (ene) |? = (a = 12,-- o}, 
Wie, t BRAE r 2 Dh. 

79. Biei Fien 分 别 为 天 中 的 标准 正 交 革 与 标准 正 交 系 , S He- e l< 二 则 | 
RH BRAE iF 2 3. 

80. e E X, la | = 1G € N), = Y | leg” 


< co, r = (à) C °. HJ 


i T 


OIEI EES DA 
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第 二 章 ”线性 算 子 与 线性 泛 画 


Banach 空间 上 的 线性 算 子 理论 ,构成 泛 睡 分析 的 核心 内 容 , 也 是 省 函 分 析 应 
用 于 各 个 领域 的 主要 工具 . 从 逻辑 上 说 ,线性 算 子 理论 无 疑 是 有 限 维 空间 中 线性 
变换 理论 的 日 然 延 仲 ,因而 不 是 避 人 免 地 沿用 某 些 线 性 代数 的 思路 与 术语 ,以 至 在 
某 种 意义 上 可 将 线性 算 子 理论 看 作 *“ 无 限 维 空间 上 的 线性 代数 学 ”我 们 将 会 看 
到 ,这 一 比拟 十 分 有 用 ,但 亦 很 受 局 限 . 关键 在 于 ,在 无 限 维 空间 中 ,连续 性 是 一 本 
质 因素 ,由 此 引出 一 个 复杂 得 多 的 理论 ， 

本 章 中 涉及 的 X, Y,Z 等 总 假定 为 赋 范 空间 , 在 同一 问题 中 用 到 辐 一 数 域 
K, 大 部 分 结果 同时 适用 于 K = R 与 C 两 种 情况 . 一 部 分 结果 依赖 于 空间 的 完 务 
性 ,只 要 三 到 这 种 情况 ,总 会 明确 指出 并 加 以 强调 ， 


$2.1 有 和 者 线性 算 子 


首先 概述 纯 代 数 意 义 上 的 线性 算 子 概念 ,所 述 内 容 读 者 想必 已 从 线性 代数 有 
所 了 了解 . 
若 一 个 映射 荆 : X — Y W R 
Tilar + By) = aTx + BTy (a,B C K,.,z,y € X), (1) 
则 称 个 为 从 关 到 YY 的 线性 算 子 和 .恒等式 (1) 意味 着 工 保 持 线性 运算 , 它 可 推广 为 
更 一 般 的 
T( ojoax,)}= DaiTr: (a € Kr € X,1=< ; =< n). (2) 
下 是 恒等式 (2) 决定 了 线性 算 子 具有 -系列 良好 的 代数 性 质 , 今 将 其 主要 者 概述 
于 下 (证 明 是 简单 的 , 详 见 有 关 线 性 代数 书籍 ). 
2.1.1 命题 没 工 :和 一 了 是 -一线 性 算 子 , 则 以 下 结论 成 立 : 
Gi) 任 给 子 空间 A C 闫 与 子 空间 B CY,1A 与 T7718B 分 别 为 Y 与 X 的 子 空 
间 ; 特 别 Bbk R(T) = TX 与 零 空 间 ( 或 核 JNCT) = T-!(0) 分 别 为 Y 与 XX 的 
子 空间 . 
(ú) AH REH r| C XARAK, N i Tr, t 办 线 性 相关 ; 苦 A C X E T> [ij 
H dimA < =, 则 dimTA =< dimA. 
Gü) T EIB d SNT) = 101. 


中 从 称 线性 映射 .线性 变换 ,线性 两 数 等 ; 当 YY = 及时 则 称 为 线性 泛 郴 ， 
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以 上 结论 完全 不 涉及 空间 X, Y 的 赋 范 结构 .而 下 述 定 义 则 引进 了 了 本质 上 新 
的 因素 . 
2.1.2 定义 Ü T: 针 一 了 Y 了 是 一 个 线性 算 子 , 今 


LTI = sup te. (3) 


# | TI < %%, 则 称 工 为 从 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 , 称 | 了 | 为 了 的 算 子 范 数 ， 
简称 为 范 数 .将 | TW = ee, 则 称 工 为 无 界 算 子 . 

外 接 从 定义 推出 REAT T: X — 立 有 界 可 等 价 地 刻画 为 : 

(i) JE >00, Vr € X: | T=r | = £ || + | ;或 

(uú) THX 中 的 有 界 集 映 为 Y 中 的 有 界 集 ,.“ 有 界 算 子 ” —ji), ED H Hii 3. 

RBA LIX, Y) 记 从 和 到 YY 的 有 界线 性 算 子 之 全 体 ,上 L{(X,X) 就 简写 作 
L (X). 

对 于 了 后 工 (人 ,了 了) , 算 子 范 数 | T | 是 -- 个 最 重要 的 数量 指标 . 它 的 直观 意 
艾 征 什么 呢 ? 为 在 得 更 清楚 些 ,我 们 给 出 公式 (3) 的 几 个 等 价 形式 : 


I TI = ,SUP, | Tx || (4) 
= sup | Te | (5) 
= infik 0: | Tel Skl z] (Vx EXN. (6) 
为 验证 (4) 一 (6) ,首先 指出 ,直接 由 (37 有 
|Tel SIT SITE Iek (YzEX)| (7) 
由 此 易 推 出 
| TI = Sup, | Tel =< sup. |Tel =< TI, 


APREA). EA pCR) 之 右 端 , 则 由 (7) 推出 o Sç TSAA, 
H 
(Tri slri (YrE€x) (8) 

显然 推出 ITI <k AE | TI <o BB WT] = p, 即 等 式 (6) 成 立 . 

注意 46) 中 的 inf 实际 上 是 min. 

现在 利用 算 子 范 数 公式 (3) ~ (6) 从 不 同 角 度 曾 明 ITI 的 意义 . H 
[Teil el Æ Tr 5r 摧 者 的 "长度" 之 比 , 故 式 (3) 表明 |T EEH TH 
“最 大 伸张 系数 "名 , 其次, 闭 单位 球 B1(0) 的 象 TB1(0) 包含 于 某 个 以 0 为 心 的 最 
小 半球 ,而 式 (5) 表明 此 闭 球 的 半径 正 是 | 工业 ; 式 (4) 则 表明 TS 0) 已 * 触 到 ” 


O 当 同 时 涉及 多 个 赋 范 空间 时 ,只 要 不 致 混 洋 ,就 用 同一 记号 上 . || 表示 各 空间 中 的 范 
数 - 吉 要 强调 X 中 范 数 的 特殊 性 ,就 用 记号 |+ 上 @ 或 其 他 特 设 记号 . 
四 ”这 只 是 一 种 启发 性 的 说 法 , “最大” 一 词 并 不 意味 着 式 (3) 中 的 上 确 界 一 定 达到 . 


6: 第 二 章 NOT 5 h Z E 


HASTO. 最 后 ,注意 撒 如 (8) 的 不 等 式 给 出 了 对 | Te š tih EF £ Ah, 
所 得 的 俩 计 头 愈 精确 .于 是 等 式 (6) KAREL) 给 出 对 ji T= | 的 某 种 最 佳 
估计 . 对 于 有 界线 性 算 子 理论 的 应 用 ,关于 | T | 的 最 后 这 个 解释 或 许 是 最 有 意 
六 的 ,而 (7) 则 是 泛 贤 分 析 中 用 得 最 频繁 的 不 等 式 之 一 . 
2.1.3 例 设 J- [a,b](a < b). E S 


OE) = dt, ¿€ J.u € CO). (9) 


显然 了 是 其 空间 CD B Ba f. ARE H T | , TENERA EA — E 
RPE, iX APMM. KATE TE 的 解释 ,我 们 要 求 得 | Te io 的 一 个 
“最 住 估计 ”首先 作 … 初 步 合计 
| 


| end 


| Ta || = sup 
E 


Ë 
<| Buld (6 —a)llul, (Vu € CO), 


由 此 得 | T| =< ó — a, WME ERER F REO RAER”, di k ye pk B9 
u € CU) opa BRER |a a 上 具体 选 定 依赖 于 直接 观察 (这 从 往 是 困难 
之 所 在 1 全 .此 处 倒 很 简单 : 取 (a) 三 1, 则 
lala- 1, (Te)X(z2) = r-a (e€ J). 
于 总 
b-a = Tela IT| lela ITE, 
PJ | T|] = 下 一 4 这 表明 估计 式 | Tu la (6 — a)l 4 ,已 不 能 再 改进 . 
2.1.4 WA T: X— Y Ë — 2k f. M TAR OTHER. 
证 Fr TAR, DHE X Pa, — rln — so) Bj, 
| Ee, — Ta | = | Tiz,- x) |l 
= TI |]: —- x | — 0n — so), 
HYL TER Z, f T AR META e,i TX E a l = 1, 4 Ty, | Z= 
nn = 2 这 推出 
[n !'r,|—0, F 1 过 | T(r z) l0, 
因而 T Æ O 椒 不 连续 . Li 
注意 ,在 2.1.4 P RENT :T AR OT Er = 0 处 连续 ， 
结 从 1.1.5 与 2.1.4, 现 在 我 们 能 够 断言 , 一 个 线性 同 构 本 :了 基 一 了 是 拓扑 同 
BJ. LERA THT | WEQE S 1. (12) AH T UT | 5594412). 
kë r uj Be. L REM : gë PE IV Sr H Faz q BM Ez a] LRE P TF, j i ASE 
J ñieaepE2 lp k 4 Fb ie. 
2.1.5 定理 PE T: X — Y j #kPESE f ,dimX < œ, W T UER. 
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IEO RBE lee e |. 1.1.4(2588 1.9 中 1.1.6 之 证 明 ), 映 
BJ 
K'— X, À = Q,)— Die 
Atb, Pe À |= consi |l z H ,其 中 了 = STA; e; E€ X 是 任 给 的 .于 是 
ITa l = | a re |< 1121 Tel 


之 |4| (> I Te 12)” OH Cauchy 不 等 式 ) 
const ,| .x ||, 

可 见 T 连续 . [ 

正 臣 有 卫 维 空间 上 线性 算 子 的 特殊 性 质 给 我 们 造成 了 一 种 印象 ,似乎 “线性 
性 ”与 "连续 性 ”应 自然 地 联系 在 一 起 .在 无 限 维 空间 中 却 并 非 如 此 ,尽管 大 量 应 
有 几 上 和 滑 见 的 线性 算 子 确 是 连续 的 ,但 亦 有 不 少 常 用 且 似 乎 很 "简单 ”的 线性 算 子 
是 不 连续 的 ,因而 很 难 将 不 连续 线性 算 子 视 为 “病态 ". 实际 上 , 在 无 限 维 空间 中 ， 
无 界 算 子 的 出 现 儿 乎 有 某 种 普遍 性 { 参 考题 62). 举 出 个 别 例子 更 是 易如反掌 .下 
面 就 是 一 个 简单 例子 . 

2.1.6 例 ” 设 X 是 只 含有 限 个 非 零 项 的 数列 之 全 体 , 它 作为 12 的 子 空间 是 
一 个 赋 范 空间 . 任 给 z = (x) EX, 定义 

Tz = (>iz;,0,0,…), 
则 易 见 工 : X — X 是 一 线性 算 子 . 以 e 记 第 i 项 是 1 其余 项 为 零 的 数列 , WI 
e €X, lle |. = 1,Tü 
| Te |< =; (¿= 1,2,..…). 

可 见 T 是 一 个 无 界 算 子 . 

从 应 用 上 的 需要 考虑 ,并 不 能 将 无 界 算 子 排除 在 线性 算 子 理论 之 外 ,不 过 ,无 
界 算 子 无疑 具有 更 大 的 复杂 性 . 在 带 入 门 性 质 的 本 书 中 ,我 们 将 主要 考 虚 有 界线 
性 算 子 . 

最 后 ,我 们 得 确证 “ 算 子 范 数 "事实 上 是 范 数 ， 

2.1.7 命题 LL(X,Y) 依 算 子 范 数 是 一 个 赋 范 空间 ; 当 YY 完备 时 ,L(X,Y) 
为 Banach 空间 ， 

证 ”要 证 的 有 以 下 二 点 : 

1 LO(X,Y) 中 的 线性 运算 定义 为 : 

(aT + BS)r = aTr + BSr (10) 

(以 FapEK,T,SEL(X,Y),r EX),L(X, Y) 依 如 上 定义 的 线性 运算 是 
K 上 的 器 量 空间 .这 是 显然 的 . 

2 算 子 范 数 满足 范 数 公理 (Ni) ~ (NOA 1.1.1). (NI)(N;3) 是 明显 的 , 今 
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INOI T.S € LIX, Y), r EX 结合 (10)07) 有 
(T+ S) || "U Tr || + n S || 
= Tilil + |SHI ix! 
= (EI+ lSIH)I zl, 
RAHEL | T aS =S TU + Si. 
F B YA, WE LOX, Y) 完备 . 任 取 Cauchy AIT, C LX, Y), H 
lim || T, — T. || = 0 (11) 
"Tax o La | SC | T, - Tal llel —0 (m,n— e), 
[LI T al 是 YY 中 的 Cauchy #1. A Y 688 W i Tr € Y, 
Tr — lim x (Yz E X). 
这 就 得 到 一 个 算 子 了 :和 一 站, 它 显然 是 线性 的 .由 
| Tz- Te || = Lml T, z — Taa | 
=< lim | T, _ TL. l | x | 
推出 P. T € L(X,Y), AH T = T, + (T - T.) € L(X,Y), R 
LT- T| =lim| T,- T, |; 
imll T, — T || < limliml T, — T, || =0 (用 (11)), 
因此 | Ta- T| 一 0n 一 œ), L(X, Y) 的 完备 性 得 证 . L 


S2.2 W- 积分 算 于 


本 竹 系 统 地 讨论 各 十 有 界线 性 算 子 的 例子 . 
首先 考虑 有 限 维 空间 上 的 线性 算 子 ,由 此 得 到 的 某 些 启示 对 于 研究 无 限 维 空 
间 上 的 线性 算 子 也 是 有 有益 的 . 设 于 ,天 是 有 限 维 赋 范 空间 ,dimxX = ndimY= m; 
TE L(X, Y) SR X 的 基 ie! 与 Y 的 某 ie,1. 设 
Te = Jla’ Jj = 1,2,,n, 


则 TERERAA = (a,) € K” MRE- A T, SE LX, Y) 分 别 对 应 矩阵 
A,B E K” z,B € K, WAT aT + 8SH + B.R AHATE 
H L (X. YO TERE H K”, AW LX, Y) 的 研究 可 代 之 以 对 KK”” 的 
研究 .这 下 是 线性 代数 中 熟知 的 观点 . 
任 给 A - lap) € K" , 依 所 阵 乘 法 自然 确定 一 个 线性 算 子 
K'— K”, x— Az, (1) 
其 中 > 当 作 x 1ER ADRA A RRT) ES z = (z;),y = Az = (y), 
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一 一 


WO) df 
y, = >a, ¿= 1,2,0, m. (2) 
K" 依 范 数 
(> |. £, y, 1 = p < °; 
ú (3) 


lll p = 
max| z |, P = "° 
是 Banach 空间 , 它 可 看 作 Z 的 子 空间 ,只 需 将 z € K” 等 间 于 7? 中 的 元 
(xi, £2, p0, t). 
下 面 称 (3) 为 p 范 数 ,采用 Pp 范 数 的 K 也 记 作 六 .相应 地 , 算 子 入: P — PP 的 范 
数 记 作 | A ,, 称 为 A 的 p 范 数 .以 下 结果 在 矩阵 理论 中 是 熟知 的 . 
2.2.1 命题 A = (as) € K>" Ml 


lA Jı =max >) | ayl; (4) 
LA llo =max las] = HAFT; (5) 
|A lz =max yh ,ll = a (ATA), (6) 


其 中 a (ATA) WHERE ATA 的 特征 值 之 全 体 . 

对 于 无 限 维 空 间 上 线性 算 子 的 研究 ,矩阵 不 再 是 一 个 普 访 有 效 的 工具 .不 过 ， 
我 们 仍 可 类 比 于 有 限 维 空间 的 情况 ,将 某 些 无穷 矩阵 ”用 于 空间 ,得 到 类 似 于 
2.2.1 的 结果 . 

BA = (aij = IT2.…) 记 一 个 无 穷 算 阵 ,其 中 a € 及 ,仿照 (1(2), 首 
先 形式 地 定义 一 算 子 4 : z — Ax: 

Ah 
y; = Dajt, t= 1,2,. 

现在 的 问题 是 ,要 使 级 数 2 la x Sk H > 属 子 某 个 预定 的 空间 ,对 于 4 与 x 都 需 


作 一 定 限制 .不 过 有 一 点 是 明显 的 ; 算 子 A 在 其 有 定义 的 集合 上 是 线性 的 
下 面 的 结果 (不 完全 地 ) 推广 了 2.2.1. 
2.2.2 命题 BAF ARUMO). 


中 车 8 会 sup2 |a, |< se, A ELUDE HAI = 8. 


(7) 


(ü) Æ B S sup2, |a, | < ee BJA € LG) B IAN = 8. 


(ñ) wp 22 (2la 16] < 1< p= < =, A € 
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LO) 有 4 过 8 
证 G) Vr = (x) € /.# 
S'la,r |= supla,| |z] < 81 z 1, < ə, 
让 >a ERG y, Dap Az = Cy) 
larli Dial- X | Zass! 
< 2, 2 lasl l l 
Bo | z= gla la. 
这 表明 A ce LG H lal < Aa. 
KWIAT = 有 ,只 需 证 || A | 之 BB; 为 此 ,又 只 需 对 任 给 a < BE || À | >al 注 
意 这 是 … 般 模式 1). 由 8 的 定义 ,有 下 标 放 使 a < > lanl. Biel 是 11 的 标准 基 
(1.3.8), W e |, = 1, 


Ae, = lapaz). 


于 是 
a < >; 
<jlABle l= IA]. 
(üu) Yr = (z) € 1° ,28( FG) 之 证 ,有 
l Az |== sup| Xa; z,| 


a; 


= Ae | 


S<sup2 la | lello = pl zl, 
由 此 可 见 A € L”) MA SPRK, Ya < D.R ioa < > |aw|. 令 
x; = sgn aya = (a). REOS a < B, 因 而 xz 关 0, 于 是 上 x。= 1, 
a< >, = Jai, 
S [Arla <All lzlo= ial 


这 推出 |All = A. 
(ü 任 给 z = (z) € P ,# 


Aig 


名 ”严格 说 来 ,记号 sgn r RATEM. PAREEN, Æ BELTE; 0a € C.W 
S m z = r/| 工 | ; 令 senf = 0. 因此 总 有 rsr = |r]. 


$52.2 HH Fi T . 51: 


| Az || $ = D| azg | 
< (Dol yy lel (A $1.20) 


= (Bl zl pf, 
这 推出 l Ar ll < lz l, AEA € L)HIAl S8. 口 
仿照 2.2.1,2.2.2 中 三 种 情况 下 的 Al 可 分 别 记 作 Pal al. 5 
IA || p. 由 2.2.20ii) 特别 得 到 
lakas (X la)", (8) 
8 (8) HAWAN. HEAR. (8) 可 能 为 严格 不 等 式 ( 见 题 64). 

IE ie [B| P (1= p =< so) 自然 地 过 渡 到 空间 1? 一 样 ,由 式 (7) 定义 的 算 子 有 A 
亦 有 -自然 的 类 似 , BB L° 空间 上 的 积分 算 子 . 不 妨 只 考 虚 空间 LA), 其 中 
J = labile 之 上 (一 般 空间 上 L?(0 ,4) 的 情 沈 并 无 本 质 区 别 ). 设 K(xz,y) 是 算 
形 了 x 了 于 的 可 测 函 数 中 , 今 

(Tue)(z) = [K(z,y)u(y)dy, < € J, (9) 


其 中 的 积分 是 Lebesgue 各 分 .为 使 (9) 中 的 积分 对 几乎 所 有 x € J FERRY Tu 
属于 某 个 预定 的 空间 ,对 于 K, u 自然 需 作 一 定 限制 .与 2,2.,2 对 应 的 结果 是 : 
2.2.3 命题 RAT TRAO E X. 


O PE) =| IK(z,y)|dz 882 lkl e< oM TELLUR 
ITH = 0. 

G) Skla) = | IKC) dy. #8 |k lo < TE L(L2(J)) 
EITI = 有 


ao gaa |S [| Kies) ae] <1 p= -< oo 出 


T€ LIP) H | T| 所 8. 特别 , 取 p = q = 2 得 出 :当天 ( .) € D2(J x J) 
时 T € L(L2(J)). 

以 上 三 种 情况 下 的 H T | 亦 可 分 别 记 作 I T| M TI. 5 TI, 

(9) 中 的 函数 K(x ,y) 称 为 积分 算 子 T 的 核 , 当 它 连续 时 ,下 面 的 命题 断言 
《9) 定义 出 一 个 C(J)) 上 的 有 界线 性 算 子 . 

2.2.4 命题 设 K(zy) 在 JxJ 上 连续 , 则 出 式 (9) 定 义 出 人 EEC(CT))， 


Q 天 对 应 (7) 中 的 矩阵 A = (a,),A 无 非 是 N x N ERER. j) 一 a. 
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L 
MITI = sup| |K(z,y)| dy. 


š *kG)= | IKOz,y)|dy,M k € CG. Vu € CU), ER Tu € 
CO T E. C(J) 到 月 身 的 线性 算 子 .由 
| Kle, yuly)dy 


b 
< sup IK(z,y)]| ls (y)| dy 


| Tu || o= sup 


b 
< sup| Kix, idyll alo = llk llal zlin 


FTE L(CUÐEHATI = Fala. 
ro EJ AE | kilo = (zo). ply) = sgn K(zo,y). 由 Lusin 定 理 ([13， 
Th.2.4.4]) A iu, C C(J) (E u, — g.a.e. HIR a, |< 1. FE 


b 
Wk o= | K(royy)ofy)dy 


= lim| K(zo,y)u,(y)dy (用 控制 收敛 定理 ) 
= lim( Tu, )( x0) < Ñi || Ta, |o 


< lim | TI ja, l a =< iTi. 
XA | T| = Ik llo, WEEE. C 


82.3 ”基本 定理 


标题 已 经 指明 了 本 节 所 给 完 理 的 重要 性 . 这 些 定理 都 依赖 于 Baire 网 定理 
(1.6.2), 因而 都 需要 空间 的 完备 性 假设 , 旦 亦 如 Baire 定 理 本 身 一 样 ,这 些 定理 的 
结论 从 直观 上 看 来 远 不 是 -- 目 了 然 的 ,因而 具有 异乎 寻常 的 深刻 性 . 

2.3.1 FAHER S X, Y 是 Banach 空间,TE LIX, Y) 是 满 射 , 则 它 必 
为 开 映 射 , 这 意味 着 T FX 中 的 开 集 映 为 Y 中 的 开 集 ， 

定理 的 证 明 不 很 简单 ,我 们 将 它 放 在 本 章 最 后 一 节 ， 

在 一 般 情 况 下 , 开 映 射 与 连续 映射 之 间 并 无 必然 联系 .不 过 ,由 1.4.3 易 见 ， 
一 个 双 射 连续 的 充 要 条 件 是 其 道 映射 为 开 上 映射 . 这 一 事实 与 2.3.1 结合 起 来 推 
H: 

2.3.2 ET EE i2, Y E Banach 空间 ,TE LX, Y) ERAH, WJ T 
E MZ ERRER AE EE 221. 1.5). 

证 由 2.3.1, 了 是 开 映射 ,于 是 对 任 给 开 集 V C X. 
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(T) IV = TV 

是 Y 3 tE. EH 1.4.3 3 T 1: Y — 久 连续. LI 

2.3.2 的 意义 在 于 :为 了 判定 一 个 线性 同 构 工 : X 一 Y 为 拓扑 同 构 , 只 需 验证 
“单方 连续 “( 即 了 与 了 之 一 连续 ) 就 够 了 . 当然 庶 记 住 , 能 这 样 做 的 前 提 是 X 与 
Y WA Banach 空间 .下 别 就 是 一 个 应 用 2.3.2 的 例子 . 

2.3.3 命题 I X, Y 是 Banach 空间 ,TE L(X,Y),N(T) = f0}, Mil 
T: X— R(T) 是 拓扑 同 构 的 充 要 条 件 是 R{T) 在 Y 中 为 闭 集 . 

证 N(T) = |0; 推出 本 为 单 射 ,因而 TT : X — R(T) 是 线性 司 构 .车 
T : R(T)— X 3 .W k > 0, 使 得 


lel = |T Tel Skl Tel (Vx E€ X). (1) 
É Tr, > y € Yin — so) MA) 有 
|z, — z, || < # || Trn - Tr, | 0 (m.n— eo), 


即 {fz| S: X PÉI Cauchy Fi. 设 z, — z(n — œ), HJ Tr, > Tr = y, n] M 
y € R(T). QE R(T) 为 闭 集 . 
RZ, ART) 是 闭 集 , 则 它 作为 Y 的 闭 子 空间 是 Banach 空间 {1. 1.41, T E: 
由 2.3.2 推 出 了 : X -> R(T) 为 拓扑 同 构 . = 
以 2.1.3 中 的 算 子 T 为 例 作 说 明 . CA TE L(C(J)). #(Tu)(z) = 


[udr = 0, M6 uir) = 0, A N( T) = 101. 因 


R(T) = CUJ) & fu € C!'(J):u(a) = 0 
在 C(J) 中 不 是 闭 的 (参考 第 一 章 题 13) , 故 算 子 
了 TCDD 一 CD) 
不 是 拓扑 同 构 , 这 意味 着 微分 算 子 
CJ) C(J), wa 
是 无 界 算 子 , 其 中 GU 看 作 CU) 的 子 空间 . 
在 给 出 道 算 子 定理 的 一 个 重要 推论 之 前 , 引进 以 下 概念 . 如 所 熟知 , 积 集 
Xx Y 由 所 有 点 (x,y)(x € X,y EY) 组 成 ; 它 依 运算 
a(z,y)+ Blr y) = (az + Rz ,ay + By 
(a,B C€ K,z,z' € X,y,y € Y) 是 一 个 向 量 空间 , 称 为 积 空间 , 共 令 
tezy = zl + lyl,Cr,y) EXxY, (2) 
则 多 直接 验证 | (xz,y) | 是 一 个 范 数 ,因而 Xx YRA- ARESE RA A 
Y 的 积 赋 范 空间 , 仍 简称 为 积 空 间 . 直接 看 出 ， | 
l (z,,y,) | — 08] z,| —0 ËB yl — 0Cn oo). 
RIE, Xx Y 'h(z,,y,) > (z,y) AFE X Pr, — z Rir Y Py, — y. 换 
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FZR [Bi |: Be az U tk ak bai qp w — sh BS u] i t E 
的 . 
2.3.4 HAREE X,Y E. Banachi, T: X-— YY 是 线性 算 子 .车 全 
的 图 象 
G = i(z,Tr):i xz € X! 
BH X x Y rh BJP E WJ 人 连续 . 
HEE GWR? - 1) 是 闭 集 时 称 了 为 闭 线 性 算 子 .G 是 闭 集 意味 着 , 若 
fa ta Ey = Tr. 因 此 ,定理 可 重新 表 
述 为 :各 线性 算 子 了 : X 一 了 满足 条 件 : 


=> y= Tx, (3) 


则 T UER AU, iui C CT , 则 由 熟知 的 数学 分 析 定 理 有 
Uy =u | _ , 
— Q = H. 
u, v] 

于 是 由 2.3.4 推出 ,微分 算 子 

CJ) > CU), u> u 
连续 ,只 是 注意 此 处 CY() 中 采用 范 数 la = Aallot | ww | 0( 参 考 1.2.3), 依 
此 范 数 CC) 并 不 是 CC 的 子 空间 ,因此 此 处 结论 并 不 与 本 节 前 面 提 到 的 “微分 
算 了 于 是 无 界 算 于” 相 矛 盾 . 

2.3.4 之 证 鲜 xY 了 作为 两 个 完备 空间 的 积 空间 必 完 备 { 读 者 在 题 17 中 证 此 
T 比拟 于 R* = Rx RR, 称 ,yy 为 点 (zx,y} € 多 XY 的 坐标 .一 般 地 , 若 1 zy 是 
Xx Y 上 的 任 范 数 , 使 得 依 此 范 数 的 收 化 归结 为 依 坐 标 收 化 , 则 称 该 范 数 为 积 范 数 .到 此 (2) 


EATR || Cey) 1 = maxt 上 x+, yj 站 | 也 是 积 范 数 ,显然 ,Xx Y 上 的 任何 积 范 数 
互相 等 价 , 积 范 数 的 具体 选 定 并 无 本 质 意义 . 
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结论 1) .显然 G 是 X x Y 的 子 空间 .因此 ,G 作为 X x Y 的 闭 子 空间 本 身 亦 为 
Banach =i]. EXA T( WB 2 — 1) 
A:G— XK,{r, Tr)— xz, 
则 直接 看 出 A 是 -- 个 线性 同 构 . 因 
(ra Tr > (z, Tr)> t, rn eo), 
故 A Ea. MATEM, A l 亦 应 连续 ,这 意味 着 
Ta > => (ras Trn) w (z. Ty)(a — œ), 
FE r, > r> Tr, > Tz (n — 2), REER T A. E 
HA ERAETE R — Fak E gB, ETER 3 A. 
2.3.5 一 致 有 界 原理 (Banach, Steinhaus, 1927) WIT, :i 6 H CC L(X,.Y), 
A = iz € X : supl Tx | < œf, (4) 
(i) # A X PRR 848  W|sup | T, | < =. 
(u) Æ sup l| T; | = mw, 则 A 是 第 一 网 集 . 
E EBE KN E X, Y ZA BECAR, WO FRA 是 第 二 纲 集 ” 
RRRA = X”, 即 
sup || T=|] <% (Vr€ X); (5) 
向 由 Baire 4E (1.6.2), (i) 的 结论 可 加 强 为 :和 是 X 中 的 第 二 网 集 与 笛 集 ,这 可 
说 成 是 ,对 几乎 所 有 x € 义 ,成 立 
sup I T, z | = oo, (6) 
满足 条 件 (6) 的 点 + 称 为 “共鸣 点 " ,而 2.3.5 因 此 有 共 网 定理 之 称 . 
证 w. 全 
= lz € X: sup | T, z | < ni, W = 1.2, 
注意 | Tr | =< x AF € T;!B,(0), REH 
A, =NTiB,.(0), TA, C B,(0), (7) 
因此 A, 是 财 集 (用 1.4.3 与 1.3.5). 显 然 A = U7>A,. 因 4 不 是 第 一 网 集 , 必 有 
ATU A, 含 内 点 ,固定 此 A, ,并 设 B. (a) C A,,r >0. 于 是 


TB1(0)= T, (+B, (a)-a]) 


一 +[TB,(a) — Ta] 
CETA, - Ta) 
c +B, (0) + B,(0)] (用 (7)) 
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C +B, (0) = Bt0) (V€ D. 
这 表明 | p M = On Zr( V; € E) ,因此 sup | T; | 过 Zn < So. O 

什 往 说 明 的 是 ,在 2.3.5 的 证 明 中 ,我 们 有意 使 用 集 的 演算 程序 ,这 种 方法 极 
为 简 扩 ,在 证 图 分 析 中 三 为 应 用 ,读者 应 细 加 居 会 . 有 别 于 集 论 意义 下 的 集运 算 
(HHJ GESE) 此 处 用 到 " 集 的 代数 运算 ”, 即 "和 ”与 “ 积 ”: 

上 有 = l la+biliaE€CA,bE BI; (8) 

AB = jab: A E A,b € Bi. (9) 
HUA - ial A = 1 得 (8) 与 (9) 特 款 : 

at+B= {la+b:bt€ Bi; 

AB = ib : b € Bi. 
AHIRE RER taa Ila e U BIRI, T : X Y 是 线性 算 子 ,A,BCX， 
a € K, 则 有 
T(A+B)= TA + TB; Taa) = aTA. 
但 也 要 小 心 从 事 , 例 如 不 要 误 用 4 - A = 0 这样 的 式 子 ! 最 值得 注意 的 是 球 的 运 
由 ,以 下 公式 是 党 要 用 到 的 : 
B.(0) + B.(0) C B,;.(0); 

&B (0) +a = Bela), k > 0. 

如 同 1.6.2 一 样 ,2.3.5 的 应 用 亦 可 循 两 条 途 答 . 其 一 是 利用 由 2.3,5 导出 的 
柴 些 标准 结果 ,这 吕 称 为 间接 应 用 . 例如 ,从 2.3.5 显然 推出 ， 

2.3.6 推论 Z X E Banach FA, PC LX, Y), @lz)= |Tr:TE @|, 
则 

sup | T || < eso V r € Xoi) # Y 中 有 界 ; 
RAA, DAR eo h: blr € X) 有 界 . 

2.3.6 号 是 经 常用 来 判定 有 界 性 的 标准 结果 .应 用 2.3.5 的 另 一 途径 是 直接 
应 用. 其 一 般 借 式 是 :为 判明 某 个 性 质 P 在 Banach 空间 X 中 具有 一 般 性 ,构造 一 
个 守之 相关 的 算 子 序列 | 工 ,1 CL(X,Y) ,使 之 满足 sup 上 | T, | = %, 且 x EX 满 
是 Pe=sup | Tox || = ,所 用 的 技巧 随 问题 的 具体 特性 而 异 . 下面 是 一 个 有 趣 的 
例子 . 

2.3.7 例 “几乎 每 个 连续 曙 数 的 Fourier 级 数 在 一 稠 集 上 发 散 ， 

证 们 了 = [- rn] OE z € J.B kiy u € CU) 的 Fourier 级 数 在 点 
v 的 收 富 性 .以 Sa Wu 的 Fouricr 级 数 的 部 分 和 ,并 令 Tu = (S,u) (x). 在 数学 
小 析 中 已 导出 会 式 ; 
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pen 


Lp. sin( z Ws — y) 


Tu == 一 al y)dy. (10) 
2 aiti = 
不 难 验 证 T, € LCC) ,下 ) ，, 旦 (一 般 结论 见 2.4.6) 
. 1 
. |sin(z + —)(<x — y) 
| T, | = | 一 一 一 一 一 ~ dy 
T san — 
mx "s ` 
-| lsin(2n + Dy| — Dy (D>) 


1 |* |sin(2z + yl . 
>+| d < 
Jo y y {用 siny < y) 
PEES DE: ` 
_ 1f siny dy. 


TD y 
四 | inalay 发 散 , 故 sup | T, | = .于 是 由 2.3.5 推出 ， 


A, & fu € CU) : sup| S.u(z)]| < œ] 
ECU 中 的 第 一 网 集 ,以 ir,; 记 J 上 的 有 理 点 之 全 体 , 则 
A =UA, 
€ COU) 中 的 第 一 网 集 . 于 是 由 Baire 定理 得 出 ,4: 是 C(J) 中 的 第 二 网 集 且 为 秽 
A = ju € C): sup| Sa u(ri) | = eof yi， 

H RH u € A 时 5 的 Fourier 级 数 在 J 上 任何 有 理 点 外 发散. 这 就 得 出 ;几乎 所 有 
u € C(J) 的 Fourier 级 数 在 一 稠 集 上 发 散 . [| 

如果 注 意 到 ,要 构成 一 个 具体 的 un € COU), EE Fourier 级 数 在 某 一 给 定点 
发 甫 ,并 非 易 溃 ( 第 一 个 这 样 的 例子 由 Fejéer 于 1910 年 给 出 ), 而 在 理论 上 我 们 却 敢 
断言 :这 种 函数 不 己 存 在 ,而 且 极 多 ,那么 所 得 结论 之 深刻 就 更 令 人 惊 拭 了 . 


$2.4 对偶 空间 


给 定 K LERE X. 2E X" = L(X,K). 由 2.1.7,X* 是 KK 上 的 
Banach 空间 , 称 为 义 的 对 偶 空间 ; 称 每 个 u € X" 为 处 上 的 有 界线 性 江 消 . 

对 有 界线 性 算 子 适 用 的 结论 ,当然 亦 适用 于 有 界线 性 汉 函 .因此 ,前 几 节 的 结 
果 经 适当 表述 之 后 , 就 成 为 闫 于 有 界线 性 汉 旺 的 相应 结论 . 例如 , 对 任 给 
uE X*, H $2.1(3) ~ (6) # 
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= sup | ulr) | 
一 syp ED 
— minjk 20: Jut zk] ril Yr € xX) (1) 
PEAN, KE 2.3.6 HEH WERTE RGH: 
2.4.1 命题 iR X E Banach FEH, FCC X * M| F #EX ° HAR SYrEX:; 
Fir) lulr)iu € Fi ÆEKPARÑ. 
HB zs ew THARE REHE i, AS. AE. 
在 逻辑 上,X ”是 一 个 完全 确定 的 Banach 空间 , 它 的 元 素 就 是 X 上 的 有 界线 
性 省 上 四 ,似乎 不 存在" 求 出 "X ”的 问题 .但 车 X ° 缺乏 某 种 直观 形象 ,以 至 难以 有 
北邮 思考 与 运 几 ,那么 我 们 实际 上 会 把 它 当 成 一 种 未 知 的 东西 . 这 就 提出 一 个 问 
题 : 刘 何 将 和 ”具体 表示 岂 来 ?以 下 引 理 对 解答 此 问题 给 出 了 准确 意 习 与 一 般 方 
us. 
2.4.2 引 理 G Y — T K Lñ Banach THA p: X x Y — K Wa k 
F eft; 
(i) plesy) 是 双 线 性 的 , 即 它 分 别 对 > 与 是 线性 的 ; 
(i) |e(r,y)is |z] pyi Yr C€ xX, yE Y); 
Gi) g(z,y) = V xr € X)=y = 0; 
(i) Ve E Xt, Jy E YER yll =< lal. B 
ux) = ølx,y) (V rz E€ X). (2) 
Fo pt*,y), 则 映射 
T: Y— X" ,y— e, (3) 
一 等 路 同 构 . 若 p RERO 及 
(v) Wy] < sup | 区 zy 人 = Hol). 
W T 是 一 等 趾 租 入 (参考 1.1.5). 
证 ”条件 (0)() 推 出 yp,€E 入 "生生 gp, =< | y | ,于 是 映射 (3) 有 意义 . 
p 对 y 是 线性 的 排出 于 为 线性 算 子 ;由 lg l = Éy 88 | Ty] = y1, 由 条 
fO) 有 
i y i < SUP., [exl = llel = I Tyl, 
内 此 Tyl = Hyt. RUE N(T) = [0L FET: Y — R(T) R— + JE 
同 构 ,从 市 T: Y > X* 是 一 等 距 骨 入 . 若 条 件 (iii)yGiv) 满足 , 则 工 既 是 单 射 又 是 
AIE yl sigl slyly E Y), T : Y — X" EPER. 
[ 
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当 2.4.2 的 条 件 满足 时 ,Y 称 为 和 ”的 一 个 实现 , 它 可 与 X 视 为 等 同 . 不 妨 

直接 写作 XX’ =- Y ;公式 (2) 则 给 出 和 上 有 界线 性 泛 函 的 通 式 , 其 中 的 y € Y 由 
u 叭 一 决定 ,在 同 构 对 应 的 意义 下 可 将 y Gau WAF. AARG GNO) W 
足 , 则 不 妨 认 为 了 所 和” ,而 式 (2) 则 给 出 天上 一 部 分 有 界线 性 沁 隐 的 表达 式 . 通 
党 ,YY 是 已 经 窜 充 分 研究 因而 相当 熟悉 的 空间 , MER plr, y) 具有 明确 的 结构 
或 熟悉 的 表达 式 ,这 梓 ,通过 同 构 对 应 (3) ,本 来 很 抽象 的 空间 X ”就 获得 了 一 种 
具体 的 表示 .这 正 是 2.4.2 所 给 方法 的 诱 人 之 处 . 

成 功 地 应 用 2.4.2 的 关键 在 于 恰当 地 选择 y 与 p, 这 基于 由 经 验资 料 所 提示 
的 猜测 .下 面 考虑 - 些 典 型 例子 ,它们 给 出 一 些 常用 空间 的 对 偶 空间 的 具体 表示 ， 
因此 通常 称 为 表示 定理 . 

2.4.3 定理 X >X, Ah X AR Hilbert 空间 ,而 之 表 等 距 同 构 ( 本 节 中 
你 持 记 号 = 的 这 一 用 法 )， 

证 邻 g(z,y) = 《x,y)tzyy E€ X). 直接 由 内 积 的 性 质 及 Schwarz PER 
(1.7.2) 得 出 ,gq 满足 2.4.2 PREO — (ü). 余下 只 需 验 证 条 件 (iv). 取 定 
u E X*. u = 0, SK u(r) = (x,0)(Yx E€ X) FER u = 0, TE 
4 人 NG =1zEX:u(zxz)=0| 是 XX 的 真 闭 子 空间 (1.4.3). 由 正 交 分 解 定理 
(1.7.7), 有 X= ADALE z € ATL ,使 wo 天 以 此 种 zxo 必 存在 .何故 ?)， 
WFR ulero =l. F y= || rall ro My E AL. ARRA z u(z)za € A, 
于 是 

(r y (r u(r)zro,y) + (u(r)ro,y) 
= (u(z)zo,y) = ulr) (V r€ X). 
在 所 得 等 式 中 取 c= yi kyls lal iyl, FÆ iyl =< jual, B W 


2.4.2 之 条 件 (iv) 满足 ,因此 X* — X 得 证 . = 
HE nj ML, SK Hilber 空间 X 中 的 有 界线 性 泛 卫 有 通 式 : 

ulz) = ry) (V< € X), (4) 

Joh yE X hut HE, H [yl = Hull R HA Riez AR, € E Hilbert 


全 出 理 论 中 最 有 价值 的 结果 之 一 . 若 针 是 复 Hilbert 空间 , 则 Riesz 表示 仍然 适用 ， 
不 同 的 只 是, 映射 
X— ， y—(-,y) 
Ae PHRES. J ERRA Riesz 表示 定理 . 
结 介 2.4.2 与 2.4.3 得 到 一 个 启示 :2.4.2 中 条 件 (i) 颇 类 似 于 Schwarz 不 等 
区 .注意 到 Halder 不 等 式 ( 见 $31.2(4)(9)) 是 Schwarz 不 等 式 的 某 种 推广 ,我 们 猜 
E 2 j MARHE, HEP p + 9 = 1. 下 面 就 来 证 实 这 一 点 . 


2.4.4 定理 (P) — n 1 =<) = 1 < w, H u € ()* 有 通 式 : 
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一 


ur) = Y ri, r = (xz;) Et, (5) 


y= (y)€ FZ Ha € ()" 叭 一 决定 ,有 lylo = Hul. 
证 ES el Px 2 — KH F: 


plr, y) = > ray， T 一 (x) € IP y = (y) EP, 
HRI 满足 2.4.2 中 条 件 但 ~ D. BGE u € (P)* Bte l E PP IEH, 
Sy — uleh y = (y). Vx = (xz,) EPA 
w(x) = u (lm ze) 
二 limul 2 ze) 
= lim) x,u (e;) = ERA 
fpl M q = °°, 


yl. = suply |= su| ule) |s |l al, 
HJ MW í C€ /”>% 2 l< p < co JH 1 < q < so, Vn >= 1,38 


"H 
> 
ivl 


y|" = >) | > sgn ydy T 
= Ð [al Cg ule) 
= (> | yl? ‘(sgn y;)e,) 
<a È Isl Gem al, 
= Mal (Z lae 5) 


= ul (Py) (ae-D= 0), 
这 的 出 


(X lal) < ul. 
San rof |yl < lull AT € ,这 表明 9 满足 2.4.2 中 条 件 (iv). 因 
此 (io 六 = n. = 


由 ”参看 p.50 的 脚注 O. 
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至 此 ,读者 大 概 已 能 猜测 到 (72) ”位 工 ? ,事情 的 确 如 此 . 

2.4.5 定理 [Riesz,1909) LIO) Z= LM, EPIS p = 1 < e°, 
(O, 是 g A BEW E == [a] ( B >r 8 n =|] A, , A, < 0,N = 1,2,7); 
FELO) HM OK; 

fu) = | oda, s € LO), (6) 


vE L? (O) H fE, H lol. = HM/l. 
WJ =la, bjla < b), SRECU. SHES o € LJ), H 


ñ 
fu) = [u(z)o(z)dz (7) 


显然 定义 一 个 FE CU) IH | £| < voli FLU) hA Rigau 
素 , 因 而 由 (7) 定义 的 /有 一 定 的 一 般 性 ,似乎 可 以 猜测 C(7) 就 是 L'(]). 这 一 
猪 测 实际 上 不 完全 正确 , 因 我 们 仅 能 建立 ; 

2.4.6 命题 L'U) 可 等 距 护 入 到 CU)” rh. 

证 定义 p: C(J)x L'(J) 区 如 下 ; 


plu,u) = | we)vlz)de,u E CU), v € L!'(T). 


直接 看 出 p 满足 2.4.2 中 条 件 (D(iD. 取 定 vwE LU), S e, = og(:,v), 则 
e, € C(J)", SE E > | = | Po | Eti n} C CJ), (Ë u, — sgn v,a. e. ,可 设 


CAESA. 


B 
[wl = | -sgn vdz 


= im| wedz (用 控制 收敛 定理 ) 


= limp, (uen) <Ç lim | g |l Hu l < | pll, 
这 表明 p 满足 2.4.2 中 条 件 (v). 于 是 命题 结论 由 2.4.2 HEH. O 
任 给 zo EJ 了 ,由 
flu} = u(zo) (8) 
显然 定义 一 个 AE C(J)".H l ri = 但 这 样 的 了 却 不 在 由 (7) PT 3876 5922 PB 
之 内 .因此 ,为 得 到 C(J) ”的 完全 的 实现 ,还 必须 寻找 一 个 比 L'U) 更 大 的 空间 
并 推广 公式 (7) ,为 此 和 需 用 到 Stieltjes 积分 ,这 就 是 以 下 结果 (证 明 在 $2.10 H), 
它 也 称 为 Riess 表示 定理 . 
2.4.7 EE (Riesz, 1909) COU)" SBV S fv € BV(J) ;多 在 /上 处 处 
石 连续 是 vla) = 中 了 = [a,b])(a < b),BV (J) 中 使 用 范 数 lol = Vico); 
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f€ CU) ADER 
F) | az)detz) Cu € CUD), 


其 中 积分 为 Riemann- Sdeltjes Mah, v € EV (J) TH £ WET H. lal = | f |l. 

2.4.8 命题 (Xx Y) >= X" x Y' Rh Xx Y Tj X * x Y* PAARA 
EE vi 

Weess =s llet + |x], (2.9) E Xx Y; (9) 

| (ae .u) = maxi! u holi. Caus) E X* x Y°. (10) 


证 H2442 ELp (Xx Y)<x<(X* x Y*)>KWTF; 
hry) ulr) + uly). 
WA gp 分别 对 (Cr,y) Fuu) 是 线性 的 . 依 式 (9),(10) 有 
Lulet els Jal a=] + Woh ll 
=< | zy l Ces ll, 
n M. o 满 足 2.4.2 中 条 伯 人 其 次 ,显然 w 满足 2.4.2 中 条 件 Gii). 
任 给 TEXxY) S ulr) = Tla,0), víly) 一 T(0,y). H 


MEDIENA I er = | TI |+] (Ye € X) 
n E XRH lal] = a T Wve YA iel =< | T| W 
Ices =< 1 TH. 


其 次 ， 
T(zm,y) = T(r.0) + T(0,y) — utr) a vty), 
dL o 满足 2.4.2 之 条 件 (iv). 于 是 命题 结论 出 2.4.2 Hh. L 
MATER ERRET X 和 jy 站 ”两 者 的 性 质 之 问 存 存 着 很 慢 的 联系 , 正 是 
这 种 联系 使 得 羡 ” 成 为 侯 究 空间 和 的 重要 二 具 . 这 方面 有 很 多 这 刻 的 结果 本 书 都 
无 法 涉及 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 较 深 入 的 Banach 空间 理论 著作 :. 
PHRA ARAE RRITA HE T, CENE KE iE, Lt 
PRA SPE IA AC X U C X” , > 
A= EX : (a) — 0(Va € A); (11) 
-Us e € X: :ulr)= Yu C Ubi, (12) 
一 在 分 别称 为 A TU BBF. RES AL 的 理由 是 :着 区 是 Hilbert 空间 , 认 
EX = X" , 则 由 (1) 定 义 的 4- 正好 就 是 和 的 直 交 补 (1.7.4( 证 )). 为 了 便于 类 
E, GEEH O 
Cu ulr), u C X"* EX, (13) 
H Su z Q OIP u Hek eE Eda) EE, HoN u 与 x 处 于 对 等 地 


这 就 自然 引出 记号 s 上 工 , 娘 有 一 些 著作 使 用 这 一 记号 . 


$2.5 Hahn-Banach 定理 + 63 °: 


MERE a 与 x TA yB nga h 8 RAE. 
下 面 将 涉及 零 化 子 的 初等 结果 沪 集 在 -起 (其 证 明 是 简单 的 , 留 给 读者 作为 
练习 ) ,以 便 引 用 . 
2.4.9 命题 iG ABC X, = U,VC X" ,WE Fe Ñ an: 
(i) Al H- U 3FB| N X ”与 和 的 闭 手 空间 (不 必 假 定 4 ,局 本 身 是 子 空间 )， 
GD A T B>AtD BA; C V>! YD- V. 
Gii) span AL- AL; span U = 1 U. 


$2.5 Hahn-Banach 定理 


EEEH, RIRE E TRASH ERA RARE ARA. Pii, RE 
HIRR s R2. 4.3 -2.4.5 这 样 精确 的 结果 .然而 ,这 并 不 是 一 件 
太 令 大 芷 观 的 事 . 对 于 革 些 问题 来 说 ,对 ”未 必需 要 太 多 的 信息 .在 很 多 情况 
下 ,我 们 仪 需 知道 六 ”是 可 具有 以 下 分 离 性 质 ; 

(S) Vr,yC X,z Z y>3Ju € X" u(r) A u(y). 
WS) usr MEALA RATEZ ARa X 中 的 相 异 点 ,办 而 X" 足以 作为 研 
究 空 间 X 的 上 具 , 本 节 将 指明 ,性质 (S) 正 是 下 面 建立 的 Hahn-Banach 定理 的 推 
论 . Hahn-Banach 定理 与 逆 算 子 定理 (2.3.2) ,一 致 有 界 原 理 (2.3.5) -RARS 
隧 分 析 的 基石 中 . 

以 下 设 是 给 定 的 赋 范 空间 . 若 关 上 的 实 泛 函 p(x) 满足 条 件 : 

(i) EFK: plar) = ap(z),e > 0.z € X; 

(u) 次 可 加 性 : p(x + y) < p(z) + p(s),z,y € X, 

则 称 pir) 为 次 线性 泛 函 .显然 范 数 是 次 线性 证 获 . 

2.5.1 Hahn-Banach 定理 各 设 X 是 实 向 量 空间 ,4 是 X 的 子 空间 ,w 是 A 上 
的 线性 这 蚁 , 户 是 X EMRAT A, ulr) S plr) Y a E A). MFE X LRE 
HEZ A v, fË ovl A = u Bo(z)=< p(z)XV + € X). 

定理 的 证 明 需 要 用 到 一 定 集 论 公理 ,将 它 放 在 $2.10 中 ,现在 我 们 更 感 兴趣 
的 是 2.5.1 的 推论 及 其 应 用 . 

2.5.2 延 拓 定理 ” 设 A 是 X 的 子 空间 ,uw 是 A 上 的 有 界线 性 泛 函 , 则 uw 可 延 
HA X EIS RATEZ A v, tiig 


lal] = lala & sup | ultx)l. (1) 
r€ A, | r | =l 


D PNR EATER 道 常 指 此 . 
他 ”有 时 也 将 2.5.2 称 为 Hahn-Bahach 定 理 .实际 上 ,将 包括 2.5.1 与 2.5.2 在 内 的 一 组 互 
有 联系 的 定理 统称 为 THahn-Banach 定理 ,似乎 更 肖 恰 当 ， 
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定理 中 的 o 遂 第 称 为 在 和 上 的 保 范 延 拓 . 

证 ”首先 说 生 是 实 赋 范 空间 . 令 庆 (zl)= jaja el M (z) EX EK 
WERE A ulr) Si plr Y r E A). WE 2.5.1, A X LRE AKo, tE 
vl A =u, Hvulr)& plc) (Yr E X). RHS 

— vr) = v-z) S pl- z) = ple) 
得 出 
(otl plr) = sz (Vx €x), 
这 推出 w€ X H u l =S |ala — imas la 1 2 ulla, mK(1) R 
àf.. 
其 次 设 X ERTA, Res EA 上 的 实 线性 泛 丽 , 且 
Rea(z)=< | uldis HBualal al] = plr). 

将 X 神 为 实 赋 范 空间 应 用 2.5.1, 可 将 Reu 扩张 为 六 上 的 实 线 忻 泛 函 g ,使 得 
plr) < p(z)XV x C€ X). 

vir) = @(z)- ig(iz), <€ X, 
则 vlr) = io(z), WS uE v 是 扩 上 的 复线 性 泛 范 . 当 xz € A BHH 

vx)= Reu(zr)— i+ Reu(iz) 
= Reu(z) +i- Imur) = ulr). 

YrE X, HEC: 

1z(z)| = ewir) = vler) = pler) 

S ple) = |aulalell, 

由 此 如 间 第 一 段 所 证 一 样 有 wE X', lel = llela. C] 

2.5.3 存在 定理 ” 设 A 是 X 的 闭 子 空间 ,xo C€ XANA, 则 存在 wE A+, 使 
fF lell = 1,vtxn) ~ p&dilrg A) IRA = 10} 得 出 : 当 0 关 xoEX 久 时 
WITE v C X* fE || =18 vlz) = zol. 

证 令 B= 有 A+Kzxo, 则 B 是 X ETZE; HTA A N Kro = {01, 故 
A +t Kro 是 直 和 和 , 妈 B = APK EX BEHR Ku: 

ula + àro) = Àp, a A.àÀ € K, 
则 u 最 然 是 B LRATEZ A, ula) = O(Va €C A),u(xo) = p, 
ls aris 


— _— Ap 
c AO ex | a 十 AXo ! 


= š —— 
ener JA la + xo l 


= p/ ini | zo- a | 
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= p/d(xo,A)= 1 
(注意 xo E A MWA 为 闭 集 推出 p > 0 .这 样 ,zx 是 B EWA RREA. H o € 
X 是 u 的 保 范 延 拓 (2.5.2), 则 
[=G | = 1,v(r0) = u(xzo) = pyvla) = uú(a) = O(Va € A), 
AN w EA. C] 
图 2 -24H f 2.5.3 在 Hilbert 空间 中 的 解释 . 


初 看 起 来 ,2.5.3 的 结论 与 证 明 似 乎 丝 无 惊人 之 处 ,但 实际 上 它 已 为 一 套 系 
统 地 使 用 的 方法 莫 定 了 基础 .关键 之 点 是 , 它 列 涵 了 本 节 开 头 提 出 的 分 高 性 质 , 这 
就 是 如 下 的 

2.5.4 推 论 YzyEXz 关 yu EX u(r) > u(y); 或 等 价 地 ， 


T= ye?Vu € X u(r) = u(y) (2) 


证 显然 了 = y>Ņ\ uE X *:;:u(z=) = uly R2Z,# xz 关 y, 则 由 定理 
2.5.3 MFE u € X ` ,使 
u(z—y)= |z - y] #0, 
从 而 ulr) Æ uly). [| 
2.5.4 的 价值 在 于 , 它 为 证 明峰 范 空 间 中 的 向 量 等 式 提供 了 一 种 普遍 方法 ， 
其 形式 至 为 简单 , 若 要 证 向 量 等 式 > = y( 这 通常 是 一 个 无限 维 问题 ), 则 只 要 证 
数量 等 式 
ulz) = u(y) (Vu € X*), 
后 者 往往 是 一 个 初等 问题 .下 面 用 一 个 简单 例子 来 说 明 . 
2.5.5 命题 “” 设 > zx, 是 Banach 空 间 X 中 的 绝对 收 合 级 数 ,|n, :hE N) E 


N 的 任 一 排列 , 则 了 x。 = Ern. 


证 首先 注意 ,和 2 zx, 与 2) zw 都 是 有 意义 的 (参看 第 一 章 题 3) ,因此 这 
是 证 明 向 量 等 式 的 问题 , Y x € X" ,有 
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ez 过 zl < ce， 


LIP UPA ulr) FM Nuk aki EA rH 38 IBJ3SK r yi E PB A 
Du(r,) = Mulan). (3) 
胃 -方面 ,出 u 的 线性 性 与 连续 性 有 ur ) - > u(xs). 于 是 从 (3) 推出 
‘(Drs)= u(n) (Vu € x°). 
应 用 2.5.4, 立 得 等 式 了 - Xen. g 


以 上 证 法 的 请 人 之 处 在 于 , 它 避 开 了 对 结论 的 直接 证 明 ( 从 数学 分 析 中 的 作 
法 米 丰 ,直接 让 明 并 不 平 几 ) ,而 是 借助 于 2.5.4, 将 已 知 的 经 典 分 析 结 论 ,提升 为 
巍 范 裤 间 中 的 一 个 对 应 结论 .将 以 上 证 法 加 以 引伸 ,就 得 到 在 赋 范 空间 中 推广 经 
典 分 析 理 论 的 一 种 一 般 方法 . 这 种 方法 应 用 如 此 普遍 且 高 度 标准 化 ,以 至 在 很 多 
情况 下 ,几乎 是 例 行 的 标准 程序 完全 厅 以 省 去 , H IE J If Bš Hahn-Banach 定 
PE” 就 够 了 . 为 加 深 读 者 的 印象 ,不 妨 再 举 一 例 . 

设 r(.) : [a,6] ~ 多 是 一 向 量 值 函数 .完全 照搬 经 典 分 析 中 的 定义 , 令 


r(t) = lim S a0, (4) 


b m 
[odi = Dr(r)at,, (5) 
8 i—1 
AP a <i <i <: < = b,r C [t-i 5], At = t, ti REH, 5 X 


完备 ,r(z) 连续 时 ,(5) 中 的 积分 存在 . 任 给 z € X" ,显然 有 


lim 
maxi, +i] 


u(x’(1)) = Žula); (6) 
b Ë 
u (| tode) = 000), (7) 
2.5.6 Newton-Leibniz 公式 1 X #— F Panch =i], KA rO): [a,b] X 
ELOTT - (b) - zla). (8) 


HE ”这 由 经 典 的 Newtor-Leibniz 公 式 及 2.5.4 推 出 ,推理 的 格式 完全 是 标准 
的 : 


a (| 0dr)= [ace oa (用 (7)) 


_ [Tulada (用 (6)) 
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— u(z(b)) — u(z(a)) {用 Newton-Leibniz 公式 ) 
= ula (b) — r(a)), 
于 是 由 2.5.4 HRD 为 真 . [| 
看 了 以 上 例子 之 后 ,读者 可 能 会 不 胜 惊讶 ; Banach 空间 中 的 微 积分 学 竞 如 此 
容易 ! 如 困 只 考虑 如 上 的 向 量 值 消 数 xf, 可 以 说 情况 大 处 如 此 .然而 你 应 记 住 ; 
AEGA Hahn-Banach 定理 之 助 ! 
现在 考虑 2.5.3 的 另 一 种 类 型 的 推论 , 仅 举 一 典 型 例子 用 作 说 明 . 回忆 在 
1.7.5 中 ,我 们 实际 上 证 明了 :对 于 4 = [ej|( 依 1.7.5 的 记号 ), 有 At= |01=A 
是 基本 集 . 现在 厅 赋 范 空间 中 建立 类 似 结 果 . 
2.5.7 定理 DZ AC X ,WljspanA = 上 {A-);A 是 XX 的 基本 集 喇 A= 
01 记号 依 $2.4(11),(12)). 
证 由 spanA+= A+ (2.4.9) 推出 spanA C 1 (AT). zo € XN anA, 
则 由 定理 2.5.3 有 vwE span4 = Alt, 使 v(x0) 关 0. 这 表明 zo 七 + (AL), AR 
spanA = l (AL). 
£ A R X 的 基本 集 , 则 span4A = X(1.3.6), TE 
A+ = spanA+ = X+ = !0;. 


EZ, A = i0, m 
spanA = 1 (AT) = L [0] = X, 
故 A 是 基本 集 . O 


利用 2.5.7 来 判定 基本 集 有 时 十 分 简便 . WMS p = — < =, 
A = {x :rETCLADD),T= la,b] tu € AL W| vw € LU), 
| dy =0 (VrEJ), 


这 推出 utx) = 0,a.e.. TEH 2.5.7 1 A EE LP (J) 的 基本 和 集 . 
K X" = (7 )”, 称 它 为 和 的 二 次 对 候 . 
2.5.8 定理 X HSE EK A 9 X * “中 、 
证 ”依然 月 2,4.2 提供 的 方法 .定义 
PR XX—K, (u,z)— ulz), 
NER p 满足 2.4.2 PREGO. S p = e,r), Mo, E€ X**, QE 
Lals le Ë. Wit r o0, mh 2.5.3 H uc X* ,使 
u(r) = |x], lal =1. 
于 是 
[|z] = pw) Je l Wall = lal, 
可 见 ?满足 2.4.2 中 条 件 (v) .于 是 应 用 2.4.2 得 所 要 证 . C] 
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尉 理 证 明 提 供 了 一 个 散人 人 映射: 
X—X**, r— e, (9) 
WAM X #[|X* HEURA. H > Ep, MEAE. HEI 
AH z 等 同 于 x ARDARA X C X * * .这 种 将 向 量 z € ARRA" E 
HA RERE SA SW r GET X ij X* 之 间 的 对 侦 关 系 ,特别 宣 有 启发 性 . 例 
如 ,由 范 数 公式 $2.4(1) 直接 提示 出 向 量 范 数 公式 
lel = sup Jælr)]. (10) 


z£ x , lull 

ERM, 关于 有 界 性 的 命题 2.4.1 提示 出 以 下 对 偶 命 题 ; 

2.5.9 命题 EOŻACX MARR Vuc X*:u (A) KrR4. 

注意 与 2.4.1 不同 ,2.5.9 JF 4235 x 完备 ! 

AX” RIAZ, X VREZE AN, X EX” pE XE 
X" * 的 闭 子 空间 ) 亦 是 完备 的 , 故 是 X 的 完备 化 (参看 1.1.5). 这 就 顺便 得 到 了 
1.1.7 的 一 个 极 短 的 证 明 ( 唯 一 性 部 分 除外 ). 

E X = X" * MJ X JE X HEZI, AMENE X 5 X" 互 为 对 偶 . 这 
种 不 对 称 性 是 涉及 X Lj X" KRAG 2 4.11 2.5.9) 不 完全 对 应 的 根源 . 仅 当 
X = X*' BJ, X SEX AKYATAN. DER X X5EZ: 
更 好 的 性 质 ,因此 和 作 以 下 定义 ， 

2.5.10 定义 (Hahn,1927) ARAHI) 为 等 距 同 构 , 则 称 习 为 自 反 空间 . 

容易 看 出 ,有限 维 空间 Hiber BA, L 空间 (1 < p < o) 都 是 自 反 空间 . 


* $2.6 分离 定理 


本 节 介 绍 Hahn-Banach 定理 的 另 一 组 推论 ,它们 具有 明显 的 几何 特征 ,在 涉 
及 凸 性 的 问题 中 有 广泛 应 用 . 

Ë X 是 一 实 赋 范 空间 .首先 给 出 与 是 性 有 关 的 一 些 概念 . 

2.6.1 定义 ” 任 给 a,5b EX, 称 点 集 


[a,b] &jta + (0-b 0gig (1) 
3 X hila b AMANRR. A C X, Va ,b € A, la, b] T A, MEKA X 
OGA. 
MEXARAH, A 是 西 集 的 充 要 条 件 是 
tA +- ACA (Vi [0,1]). (2) 
常见 的 是 集 有 : 


1° 于 空间 ; 子 空 间 的 平移 象 ( 即 形 如 a + A 的 集 ,A 是 子 空间 )， 
2° 半空 间 : 设 0 关 # € X* ,BC R.E X(u 28), X uA, Xu > p), 
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Xiu < B) 的 集 都 称 为 半空 间 ,X(u = 8) 称 为 超 平面 . 
3" 开 球 与 闭 球 ， 
以 下 命题 汇集 了 关于 凸 集 的 一 些 简 单 性 质 ,以 备查 用 . 
2.6.2 命题 (i) 任意 个 凸 集 的 交 是 证 集 . 
(ü) #A,BC X Rm Ë, A + BH E rh E. 
Gi) # A C X E dE, BJ A 5A EDE. 
(iv) Æ T: X— Y EËRHEAT, AC X SBG YAAR, W TA 与 个 -1B 是 
hE F|, A (a € R) ROR. 
(v) # AC XEDE, A o, MACA. 
(vi) # À C. X RdEz2 JF/Y 48.02 + € X * HJ ¿ (A) 是 开 区 间 . 
证 (i) — (iv) 的 证 明 是 平凡 的 ,请 读者 自己 完成 . 
(v) BE rE A. YIEE A, xz, = (1 — t)zo + tz(0 < ¿£ < 1).JlJ 35 
t-> 1 BJ z, — z. FUE z, € 入", 这 由 以 下 推理 得 出 : 
r 8 (1 - AA + tA 
= Ya - t)A° + ta) 
= ULQ -HA + za TCA. 
(vi) s(A) 必 为 凸 集 ,而 及 中 的 凸 集 必 是 区 间 . 分 别 以 <,8 记 区 间 z(4) 的 
左 端点 与 右 端 点 . 若 BE ulA) WE a € AEB = ula) B z € X f ,(z)= 0, 
可 设 x(z) >0Ye >0, 有 
z(a + ex) = B+ eu (z) > B. 
但 当 e 40 时 a + exr E A, TR. 因此 6 E ulA) Rag u(A), H 
u(A) = (e ,B). O 
WABC X,0= u EX’ ,r € R.# 
uA) r= aulB), (3) 
Fl (a) Sr S u(b)XVa € A,Vb EB) WE À, B 分 别 位 于 有 闭 的 半空 间 
X(e sr) 与 X(a Z r) 
中 ,此 时 说 超 平 面 X(a = r) 分 离 集 4 与 B( 图 2 - 3(a)). 2 
ulA) <r < u(B), (4) 
PII ula) <r <u Ya EA, Yb ER), MWE À, B aga TA RES B] 
Xlu < r) H X(u >r) 
中 ,此 时 说 超 平面 X(a = r) 严格 分 离 A 与 B( 图 2 - 3(b)), 直 观 上 很 明显 ,即使 
A N B = 名 ,4 与 B 亦 未 必 可 用 超 平面 分 离 .可 分 离 性 强烈 地 依赖 于 A 与 BB 的 凸 
Fk. 本 节 的 中 心 结 果 是 ， 
2.6.3 HAEE W A,BC XE4EEPE,A D, A D B = A, MFE 


(a) (b) 


图 2-3 
u € X*,r € R, 8 
(A) < r= a (B), (5) 
H. 
utA) ul B). (6) 


定理 的 证 明 不 过 是 Hahn-Banach E 8 BJ RI EAG A tHE 35 mi 
PLK ,不 如 移 人 本 音 之 末 . 

2.6.3 的 以 下 推论 用 起 来 往往 更 加 方便 . 

2.6.4 推论 2 i AC X AES En fE BC X Ed4ESIHrE,A Q B = G, 
则 存在 u € X* rE 好 ,使 得 不 等 式 (4) 成 立 ， 

证 “基本 想法 是 用 两 个 凸 开 集 将 A,B 分 离 , 然 后 应 用 2.6.3. 令 

U= IrE Xidir, A) <el, V = [r€ X: d(z,B) < el. 

WAVACU,BC V,U YVEN E-E 20). FARREA U 5 V JR 
是 凸 集 . 选取 e 充分 小 ,使 U n V = ø. gae 必 存 在 ,否则 , 必 有 a, € A. 
b, E B, Ù || ap — b, | —0. F A HRE, THR ana € A, TEIE b, — a, 
Wiña € ANB, SHAQB=- @ 25. 

XU j V SH 2.6.3.i8Hi L € X" ,r € R g (U) < r =< u( V). H 
ut V) edrbSIB](2.6.2(vi)) AD r < x(V). 这 表明 式 (4) 成 立 . [ 

分 离 定 理 广 泛 应 用 于 性 质 很 不 相同 的 问题 , 谈 不 上 提出 什么 一 般 规则 . 不过， 
如 下 的 世 步 归纳 也 许 有 用 :如 果 问 题 涉及 证 明 某 个 (组 ) 不 等 式 , 而 该 不 等 式 能 从 
EUG) 或 (4) 的 不 等 式 转 化 而 来 ,那么 ,可 能 正 是 应 用 分 离 定 理 的 机 会 来 临 - 


— — — 


D 只 要 以 - u W a , 租 可 将 不 等 式 (5) 与 (6) 倒 过 来 .今后 应 用 2.6.3( 或 2.6.4)7 时 ,党 
要 用 到 这 一 点 . 
号 “今后 说 到 分 离 定 理 时 ,或 指 2.6.3, 或 指 2.6.4. 
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考虑 - -种 典型 的 特殊 情况 , 即 不 等 式 (3) 或 (4) F A,B 之 一 ,例如 B AmE 
的 和 情况. HEREA FE: A JES fE K C AMERI 
aKC K (Va2>0, (7) 
MFR K 为 锥 ; 称 X ”中 的 锥 
K* 2 |, € X“ : (K)>0|! (8) 
A KERER K REE). AWE, K 是 雏 意 味 着 ,对 任何 0 关 x € K, 
K 包 侣 过 点 z 的 射线 lar : a > 01. 在 分 离 定 理 的 应 用 中 , 锥 的 好 处 在 于 ; 若 
A $ Ø, B EA, u € X*, 则 


uA) < ul B)>ul A) <0, uB) >00: (9) 

uA) S u B)>ul A) S0, u (B) 20. (10) 
事实 上 , 若 (A) < 4(B), 则 

ula) < aub), a €C A,5 € Ba > 0. (11) 


在 (11) PHE a,0,8 b 0f ula) <0, AH “(A)<0 FX T b € BR# 
ulh) < 0, BE a,b.a— co MUL) 35 u(a)=- ola K ul N VC B), 
R (B) 之 0., 这 就 得 出 (9). 类 似 地 可 验证 {10). 


下 面 给 出 分 离 定 理 的 若干 应 用 . 
2.6.5 命题 设 下 和 志 蕊 是 一 闭 凸 稚 , 则 
rC KSu C K *';:u(zr) > 0. (12) 


证 ”由 (8) 直接 看 出 x € K> Vu € K *;u(z) 0 Aa Sp L TFBB 
的 实质 部 分 . 设 zE X N K. Mir! 5 K AFp| 39 g E SHE R S AS48B3E J EL 
H 2.6.4# u € X" ,使 得 w(tz) < G (K). ERKO) 88 ulz) <0,u (K) 20, E 
# C K`, W ulz) 20. T 

2.6.5 的 结论 看 似 简 单 ,实际 上 有 重大 意义 ,不 过 其 意义 只 有 在 适当 解释 后 
才 充 分 显示 出 来 .在 X 中 定义 序 <: 

r= yy > € K(xz,y € X), (13) 

利用 K 为 财 凸 锥 容易 验证 ,由 (13) 定义 的 序 < 有 以 下 性 质 ; 

(D 日 反 性 :z =< x; 

(ü) EHE: < y < z= <= < =; 

(u) z < y> Va > Ü:ar =Ç ay; 

(iv) z, SÇ ybi = 1,2)>zx + Ta S yi 十 y>; 

(v) r, < y,=> lime, = limy , 1 SAR PRAF E 
CAE r,z,,y, ya z € X).# BJ < KAHANE K 导入 的 序 .例如 ,K = R° 
E R 中 导入 一 个 序 过 ,使 得 对 zx = (zx),y = (y,) € R" 有: 

r= yy z ER >z. Sy, (1= ;=< n). 
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这 个 序 就 是 遂 常 所 用 的 向 量 序 . 
站 用 序 前 说 法 ,现在 可 将 {12) 改写 成 
r= 0 Vu C K `in(zr) > 0. 


r Z yeyV u € K` :u(z) > u(y)| (14) 
OJR S2.50(2)1).(14) 意味 着 :为 证 向 量 不 等 式 > > y{ 这 通常 是 一 个 无 限 维 问 
帧 ) ,只 要 证 数量 不 等 式 ulr) uly) Vu EEK”) 就 够 了 ,后 者 往往 是 一 个 初等 
PR MU fE p Ei a. AET 2.5.4 Ej 2.6.5 中 的 实际 上 是 同一 精神 : 通 
过 他 午 线 性 泛 明 ,将 一 个 向 量 问题 转化 为 一 个 数量 问题 ,从 而 达到 简化 的 目的 . 
下 击 是 应 用 分 离 定 理 的 另 一 个 例子 . 
2.6.6 择 一 定理 没 了 ELIX,Y), 儿 CCY 是 内 部 非 空 的 闭 凸 锥 , 则 以 下 两 
条 和 件 恰 有 一 个 满足 ; 
(D 3+ € X: Tx € K°; 
GD JÜ € K*'i £0,ulTr)= 0( z € X). 
MeZ, REOG) 必 居 其 一 ,但 不 可 得 兼 ,因而 称 为 两 择 一 . 
ME ar, u 分 别 满足 (0) SGi, RE B, (Tr)CK,r > 0, 则 
0 (H. (Tr)) = u(Tz + B,(0)) 
= ulTr) t «(B07)) = u(B,{0)). 
这 结合 B,(0) = B,(0) 得 出 4 在 B,(0) EXE, Ati u = 0( 何 故 ?) .得 出 矛盾 . 
因此 人 与 (ii) 不 可 得 兼 . 
其 次 证 * 必 居 其 一 ”. WARO 不 满足 , 即 Vx € X:Tr EK, RER 
KARO) = 2. XT K, R(T) W 2.6.3, 368 0 u € X" ,使 得 (对 照 不 等 式 
(6)) 


LRT) < w(K). (15) 
由 (15) HEH (R(T) << 0, (K) > 0ER(0)), Am u € K.W R(T) = 
R(T), BÈ u(R(T)) = 0, 即 wlTr) 二 0. 这 表明 条 件 (ii) 满足 . o 


在 有 限 维 的 情况 下 ,2.6.6 有 明显 的 解释 . 取 了 = A = (a;) € R"”" K = 
RY WCR)” = RY,(y)E (RY Sy, >0(1S%;iS< m); lu, Ar) = 《rz ATu). 
Fe 2.6.6 EREA FR: 
(i) 术 等 式 组 iay > 0G = 1.2, m) 有 解 (zx;); 
(H) 齐 次 方程 组 >ayui = 00 = 1,2,…,n) 有 非 零 解 (u.). 


和， 利用 与 2.8 中 的 记号 ,w(t Tr) 二 8 可 写作 TT*w = 0. 


"82.6 分离 定理 73- 


近年 来 ,各 种 形式 的 择 一 定理 已 经 成 为 最 优化 理论 中 的 重要 工具 .2.6.6 H 
不 过 是 这 类 择 一 定理 的 最 简单 例子 而 已 . 

最 后 , 举 一 个 应 用 2.6.3 于 最 优化 问题 的 例子 . SEZA: X — R 5; 
T€ L(X,Y), & Y HD HH Bir E K PAF sc. z EE 下 是 最 优化 问题 

minf(z), Tm*= =Ü (16) 
的 解 意味 着 , Tz <0, B. /(z) BL fir) EEM = lz € X :—- Tz € K| (PH B u[ 
FE) 上 的 最 小 值 . 

2.6.7 定理 (最 优 性 条 件 ) 设 fEX*,T C L(X,Y) 为 满 射 ,Y P hA 
EK FAFS K £D, € X, Tao NEHA 的 解 的 充 要 条 件 是 ， 
存在 A € K” ,使 得 

Fir) t AlTa) =r € XIV, A(TE)= 0. (17) 
证 ”充分 性 的 证 明 较 容易 : 设 A € K` 满足 (17), 则 当 z C X, Tr LONE: 
fix) fz) = A(Tz - Tx) =— A(Txz=) >O, 
这 表明 z 是 问题 (16) 的 解 . 
现在 设 是 问题 (16) 的 解 . 令 
C=R xK, D= |](f(r — +z), -— Tz): z € X!. 
则 易 验 证 CC 是 Rx YY 中 的 闭 凸 锥 ,C= R;xK' 关 名 ;D 是 有 RxY 中 的 非 空山 集 . 
若 有 {f(z 一 x),- TrjEcC n D,Mi 
fixr) < f/(z), Tx =O, 
这 与 是 问题 (16) HRAT E. AEC (Y D = Z.H2.6.3402 e € (Rx Y)”, 
使 得 pg(D) < PC): 这 又 推出 (用 (10)) 
g(D)=< 0, @e(C)> 0. (18) 
关键 是 如 何 解 释 (18). 首先 ,由 2.4.8 有 
(Rx Y)*=R'`x Y" =Rx Y°, 
WA a C€ RAEY' ,使 plr,y) - ar + A(y)(r € R,y € Y). FE 0(C)2> 0 
ar +À(y)220 (Vr C€ R.,VyE KR). (19) 
Wr =0 从 (19) 48 A(K)20,& A) €C K; y = 0 AG(19) 得 a > 0. Hik, 
pf 中) <ç 0 意味 着 
af(z - 一 AT 和 0 (Vx € X), 
HB] 
afix) + AG(Tr)>>af(z) (Vx E€ X). (20) 
考虑 到 S.A, T 的 线 狂 性 ,不 难 从 (20) 推出 


D /f(r)+ACTr)= 0 A 5E f + T'a = 0, 参 看 前 页 的 注 . 
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afz) +A(Tr)=0 (c€ X). (21) 
fra = 0, (21 FAC Tr) =0, 5 R(T) = Y 一 起 得 4 < 0,55 020358. 
PN a >0, 因 此 又 不 妨 设 a = CRUE Aa ÇA). fE(20) BZ x = x 48 
ACTI) >20. 另 一 方面 ,从 Traa € K* Ra T) < 0, A (Tr) = 0. 
这 表明 À 满足 条 件 (17). 口 
七 最 优化 理论 中 ,问题 (16) 中 的 了 与 下 部 不 必 是 线性 的 ,但 仍然 可 导出 类 伺 
(17) 的 最 优 性 条 件 ,2.6.7 只 能 算是 这 一 类 的 结果 中 最 简单 的 一 个 .然而 ,在 应 
用 分 离 定理 这 一 点 上 ,2.6.7 之 证 明 所 体现 的 精神 ,已 具有 普遍 意义 ， 


82.7 Bkk 


依 范 数 收敛 句 然 有 良好 的 性 质 ,但 往往 要 求 过 强 . 例如 ,在 空间 CO) Hk 
数 收 敏 就 是 一 致 收敛 . 我们 知道 ,即使 对 数学 分 析 中 的 一 些 问 题 , 刘 积分 导 下 取 极 
限 ,一 敏 收 第 也 不 足 必 归 的 .在 很 多 情况 下 ,一 种 较 花 的 收 钱 可 能 包含 问题 所 需 的 
信息 ,而 验 让 收 人 证 条 件 或 许 容易 得 多 .因此 ,必要 考虑 罚 于 范 数 收 钱 的 收 人 证 性 . 

以 下 区 各 是 给 定 的 赋 范 空间 ， 

2.7.1 定义 Birt C X Ljlu, l C X" Rj 4 Fl. 

(r€ X, Vu € X’, ulr, ) ur)n > 00), 则 说 [x, | BEF 
£, WHE ra, > rln —> co). 

G) Su C X", Yr EX, A u,(r)— u(r)(n— , 则 说 iw,| 88 收敛 
F u , 记 作 u, u (n — oo), 

目 接 在 出 ,.r, 一 L> EUn — =u, — u, Risa Si Oka T 88 Wr kakuy ' 
Irak. RE, tB 6 Suk A 91. 

H dimX < oo 例如 设 X — K”, ME X h 

下 人 >r) (1= ; = n) 
=r > p. (lš =< n) 
-rt > > . 

(le,l A K" 的 标准 基 ) ,这 表明 zi) > art) X r (k — oo), 因此 ,有 限 维 空间 中 
pH S A pO 2. 

PARRA EREE RE, ELA E SW R 53. E 
以 下 定理 中 ,基本 集 概 念 是 关键 的 (和 参考 1.3.6(i)). 

2.7.2 定理 W B.G 分 别 为 久 与 XX* 的 基本 集 . 

(i) Blr, CX, r € X. +, “roir BA, H V, € G,# 


ulr) > ulr) (n — œ). 
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(ü) iu, COX, u € X* Elu AR, H Vx € B, B u,(z) > ulr), 
则 u ula — eo). 4 X KARRIERA. 
证 (DA ara M Va EX jul AA TEA. S5 9A n AR. 
芭 之 , PE sup |z, | = 8<, Yu € Gu(r) — u(z)(n — œ). 
uE X* ,Ve >00, Ñ u € spa, IË |u- ol < e. TAIMA 
vlr) > vlr) (n — œ}, 
于 是 有 N > 0, 使 得 
| mr) 一 olr <e (Vn2>N). 
WE. n = N 时 有 
u(x) — u(z)|< | ulr) — u(z,)|+ | v(x,) — TESI 
+ | vlr) - a(z)| 
<he- oliz l + jz] ) +e 
<e(B+ | <l +1), 
[bL Cen) > u(z)(n — co). IN ik x, — x. 
(u) 的 证 明 是 类 似 的 , 仅 有 的 区 别 是 ,在 证 x 一 4 二 sup | u, | < 之 ww 时 ,为 用 
2.4.1, HR XZR. L! 
现在 应 用 2.7.2 y| ta R Iko Bj Hi k ak. 


2.7.3 推 论 ii< p= za < 00, 罗 在 六 H r rE sup | =“) || pZ% 


H a-r (n— eo, 1,2 RR, PARES EARE A. 
证 ”只 需 注意 1e, : iE NI E (= (01?)"*) 的 基本 集 (4.3.8) ,此 处 e = (0, 
0,1,0,…), 第 i 项 是 1. O 
t E ARRATERA e ia kr Sk ME H S, e e 中 的 序列 
| nen E 为 例 说 明 . 


2.7.4 推论 设 1< p =A < J = [a,b] a < b), ME LU) 中 


u, u sup || =, Í |, < ° R 


[a = ud (nm,r € J). (1) 
证 ”只 需 注意 jp iz € JI LUC POU) O 的 基本 集 (参考 1.3.8)， 
其 中 e, EKE e,r] 的 特征 函数 . L! 


2.7.5 it ile: ; € N! Æ Hilbert ZE X HEEZE. 出 在 XX 中 
rin) re sup || zÉ) | < co H è p (n — co, i = N) ,其 中 +; = (z, e, (8 
看 1.7.5); 这 意味 着 X PARF cok BI fk IF 226 4606 S. 
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证 ”只 需 注 意 :由 2.4.3, 有 
TO 
而 le EN 是 X 的 基本 集 (1.7.5(i))， O 
Hra, 2.7.5 WEH ,2.7.5 PRITA e) 验收 伊 于 零 ,但 它 显 然 不 强 收敛 于 零 . 
2.7.6 推 论 BRIC C(J)* W AFS supi fa i < e B Alu) 一 
Flup n rok = 0,1,00, HP a, (z) = z. 


证 RHEE a :上 2 01! ECO 的 基本 集 (参考 1.3.8). 口 
2.7.6 A TARK HI. 
2.7.7 WORE AA IATE, Polya, 1933 SEKE J = [a ,b] 的 分 点 


"H 


Tpi 
a = orp < ri < < x" < b, 
Aik TO Lynnen = 1,2,--: l C R. BREAL 
b m 
[uled ~ S? Aula?) (2) 
a k= 


在 阶 代数 精度 , 即 当 x 是 次 数 << x 的 多 项 式 时 (2) 成 为 严格 等 式 , 则 对 任何 
uE COD kar 


[ular = im Agu (zD) (3) 
(此 时 说 求 积 公式 (2) 收敛 ) 的 充 要 条 件 是 O 
sup》 | Az | < o. (4) 
WO GEN CH) ENERE R 
falu) = D Atu (at), u € CU), (5) 
则 
EACH DHE 
内 此 € CO) E GAN SX AE p RKR u € CU) E ulat) = 
gn Ap E lu lo = 1( 此 种 4 ZF ON EROS 838), M 
p= X Aula) = fu) 


< T£ l lal = lAl, 
路 得 | 一 (n = 1,2,…). 令 
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a: 
flu) = [utr)dr, u€ CU), 


Wre CUY (参看 2.4.6)., 式 (3) 相当 于 (x) 一 了 (wu)(n 一 %), 因 而 式 (3) 恒 
成 立 伟 所 一 站 已 给 条 件 表 明 (3) 对 任何 多 项 式 ¿ 成 立 , 于 是 由 2.7.6 知 
f,— fet sup | f, | < OS A4) 成 立 . 口 
注 . 存 AF20, + = 149 
ó a= filu) = LAL = frs 
可 网 条 件 (4) E, AEREA Kk O AEA. 

现在 再 回 到 一 般 的 弱 收 敛 问题 . E FAE E, R R E — tE, 
与 线性 运算 的 相 容 性 {这 意味 着 从 Ey "T, y, G, — 2 推出 zx, + yy， 
a r, > ar ) KIOFI TAEAE T AERD E DAAA ea IH 
于 劲 收敛 的 识 人 讨论 显示 出 很 大 的 复杂 性 ,是 与 强 收 你 有 重大 差别 ,这 些 都 不 能 
在 此 处 话 述 .下 面 只 叙述 一 个 最 重要 的 结果 , 它 不 仅 应 用 广泛 ,而 且 显 示 出 弱 收 伍 
FRATRA E. 

2.7.8 定理 HE Banach 空间 中 任何 有 界 序列 包含 弱 收 合子 列 . 

显然 ,定理 中 的 “ 弱 收 合子 列 ” 绝 不 能 改 为 “ 强 收 敛 子 列 " ,除非 空间 是 有 限 维 
的 (参看 1.5.8).2.7.8 的 意义 在 于 , 它 表 明 自 反 空 间 中 的 有 界 集 在 弱 收 伍 意 义 上 
具有 某 种 " 蜂 性 ”这 样 ,就 可 将 基于 紧 性 的 一 些 结果 推广 到 慢 收 伍 的 情况 . 一 个 简 
单 例子 是 : 

2.7.9 定理 X BF Banach% DCX EH Bl E, f: D — R iE 
以 下 意义 上 连续 : 

r *xr(rz,z, € D)=> f(x) < lm f(z,). (6) 
MJ fz) # D 上 取得 最 小 值 . 

证 ”证 明基 本 上 是 1.5.5fii) 之 证 的 一 个 改制 . 令 + = inf f(z). 取 序 列 
lani C D, Ë f(z,)— aln — co). H 2.7.8, Aik zz 一 x. 必 定 x E D, E 
由 分 离 定 理 (2.6.4) f u € X* ,rE€ 上 RR, 使 

ulr) <r < wD), 
这 与 w(x,) 一 ulr) 相 有 矛盾 .于 是 用 条 件 (6) 得 
fz) =s lim f( >, = x = f(x), 
这 表明 f(x) = a ke f fe D F BUR] MB. Li 

2.7.9 在 极 值 理 沦 中 用 处 颇 大 ， 

现在 将 蚁 收敛 思想 用 于 算 子 序列 . 设 T.T € L(X,Y),n = 1,2,…. 对 
| 了 | 可 考虑 由 von Neumann 引进 的 以 下 三 种 收敛 性 ， 
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一 致 收 敏 : | T,- T| — 0(: # B (0) F T,z =Tz); 

BRN: T, c — Tri V+ € X); 

PKK: T. x 一 Tr(Yxr C X). 

W AA Xa => 强 收 化 -> 能 收敛 .在 无 限 维 空间 中 ,三 者 一 般 是 互 不 相同 


2.7.10 例 Li T, E Ln -1,2,7 定义 为 
T, = ei, x- lz) E, 
其 中 ie, l 是 六 的 标准 基 . TRT) ERRATEA. A | T j| = 1l = 1,2, 
了 上 并 不 一 致 收敛 于 零 . 
2' R T, € La = 1,2,…) 定义 为 
Tr = re, < = (x) € /2, 


则 显然 了 -rz 一 0;, RAIT, 弱 收 仇 于 零 .但 Te, = e, 0(n 一 0), 因此 |; 了 ,| 不 
EATE. 


2.7.2 nk h| ik X: T SpoR k ora F R, 


2.7. 11 定理 É X, Y E Banach 空间 ， | Tal Z LX, Y), mi 了 |} oR K A 
ARRE: 


G) sup | Ta | < wm 
(ü) FE X 的 基本 集 B ,使 得 VYx ER: IT, xi e. 
证 VEH H KA SAAR. 
设 条 件 (i)fii) 满足 , 则 V x € spanB ,存在 
Tx = limf, x. (7) 
VyC X, >0,B2 rE spanB fE fr- y || < e. BH] HI 
[Ty Tayi Tuy- T. z | + [ T, z - T, || 
+ | Tye- T. y| 
geli Tall + IT, ||) + I Tar- Trl 
推出 | T. A. O) ELTRAF T: X — Y, 它 显然 是 线性 的 .由 


[T> | = im Tar À Sliml T, l e l 
推出 TI Slm] T, | <, TE LOX, Y) IT BERF T. O 
注意 2.7.11 中 附带 得 出 了 估计 
[TH <lml| T, |. (8) 


-AAR ARAO H TA PER PEZ AFA. 
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在 $2.4 中 已 指出 ,空间 其 与 和 "之 间 的 对 偶 关 系 , 有 利于 对 空间 XXX 与 生 " 的 
研究 . 同样 的 思想 也 可 用 到 有 界线 性 算 子 与 其 对 侦 算 子 ,后 者 正 是 本 节 要 讨论 的 . 
以 下 设 X, Y 是 给 定 的 赋 范 空间 ， 
2.8.1 ÆN% EE T C L(X,Y),T I; — 4 FT 
T*:Y*—X*,ə2 — u° T, (1) 
称 它 为 T 的 对 俑 算 子 . 
注意 算 子 T 的 自 变 量 o 是 变动 的 有 界线 性 泛 函 .为 适应 这 一 情况 ,我 们 采 
用 $2.4 中 已 提 到 的 记号 (az》= ulrXu € X* reX) ,这 有 助 于 平等 地 看 
FARSA RREA KE AT T* 决定 于 恒等式 
(T*u,z) = u, Tzr) (vE Y rEX). (2) 
在 对 侦 算 子 理论 中 ,将 反复 用 到 恒等式 (2). 
首先 利用 (2) 对 T" 作出 一 些 初步 结论 . 因 (2) 式 右 端 对 o 是 线性 的 , 故 T" 
是 线性 算 子 .其 次 ,由 
(Tv, vo | Tel < lol | TI H zl 
推出 | T'ol < ITI ja al Bj T' EL(Y*,X*). 
直面 考虑 者 干 具 体例 子 . 
2.8.20 PA = 《ai € R" = L(R*,R”), A* = (b;) € RO”, 
URA) 有 
a; = (e; Ae,) = (A "e;,e,) = 人 
(je) 是 R" 的 标准 基 ) ,可 见 A* = AT(A 的 转 置 ). 这 就 表明 ,对 侦 算 子 原来 是 转 
置 算 阵 概 念 在 无 限 维 空间 中 的 推广 . 
2 A = (a) E- EEFE, ME D la|? < o, WR 2.2.2 # A € 


LGP) ARI A” € LU). Yzy € (看 作 实 空间 ), 有 
《4 yx} = (y, Ar) = D yi 2 a; z, 
= 2; (Day: )z; = 2 {Day jzi， 


可 见 A* = (ag) = AT 
F RTE LU) R 82.20), | | Kley) dedy < %, 则 T* € 
L(L2(J)),Vu,oə € OOR ERZE), A 


h ó 
(T*u,u)= (Co, Tuy = | o(z)dz| K(z,y) u(y)dy 
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ñ b 
— | wy)dy| K(z,y)u(z)drz, 
i 
b 
(Tv)(zr) = | K(y,z)u(y)dy. 


可 见 工 ” 亦 为 形 如 S 2.209, 的 积分 算 了 于 , 它 的 核 K(y,x), 可 看 作 是 T 的 核 
Ktr,y) HRE”. 
去 将 " 取 对 偶 ” 看 作 一 种 运算 , 则 导致 考虑 映射 


* L(X,Y)—-*L(Y*,X”),T—T*, (3) 

今 将 其 基本 性 质 综合 于 下 
2.8.3 mA 任 给 T,SEELIX,Y) ,4AEELIY,Z),apE 玖 ,成 立 以 下 等 

式 : 

(aT + S)" =aT`` + BS ` ;, (4) 
(AT) =T`A`; (5) 
(T) =(T*)(# T EH); (6) 
T" X=T(T** =(T*)"*); (7) 
IT l = TH. (8) 


证 “下 接 利用 恒等式 (2) SEES. Æ T AAH, WI TT! 5; TITY 

为 单位 算 子 ,于 是 由 (5) 推出 
(TOT 与 TTY 

分 别 为 了 ”与 X* 上 的 单位 算 子 ,这 得 出 (6). 

Ü X X* * ,r — + Ec iEWJi& A (238 82.5(9))》, 则 由 (2) 有 

(Tx o= (o ,Try = (Tu, Tr) 
= rT uo = (T**r,o) (r € X,c € Y°), 

这 表明 Tr = T*" 3281 z 55 Z Te 与 Tx, 则 可 认为 Tr = T*'z(V z € X), 
这 得 出 (7). 

最 后 ,结合 $2.1(4) 与 $2,5(10) 得 出 (8); 

| T“ | = sup. | T*vwl = sup sup | v( Tz) | 


=) =l = 


= sup sup | vl Tz)| 


=} |>] -— 
= sup | T=] = H TI. 口 
性 质 (4),(8) 表明 映射 (3) 是 一 等 距 典 人 (当头 ,Y 为 自 反 空间 夺 它 为 等 距 同 
构 ), 这 就 可 将 有 关 算 子 的 一 些 结论 转移 到 其 对 侦 算 子 , 例如 , 若 依 算 子 范 数 有 
T, 一 了 了, 则 必定 了 ; — T ° , 
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考虑 了 与 T” Z[BJHSBR2E I HIBJEK R , EPAR. HAEA l É BJ 


结果 . 
2.8.4 命题 设 TEL(X,Y), 则 
N(T)=1 ROT*),N(T*) = R(T)+, (9) 
1 N(T*) = R(T}. (10) 


(9) (10) 中 的 记号 依 2.4(11)(12). 
证 对 于 (9) 仅 证 前 一 式 , 后 者 是 类 似 的 . V > € 和 ,有 
r€ N(T)STr=0 
SYvE Y':Cu, Tr = (0 (Hj 2.5.4) 
SYvE YKT" vz) = 0 (用 (2)) 


Sr Et R(T”). (用 $2.4(12)) 
利用 式 (2) 直接 看 出 R(T) CINITRA N( T" BARR, i 
RIDICE N(T"). (11) 


# y€ YN RICT), MH 2.5.3% o € RTH (= R(T)+= N(T`),H(9) 与 
2.4.9), 使 得 vty}) Æ 0, EE y EL N(T*). R501) 一 起 得 出 等 式 (10)、 [jJ 

观察 (9)(10) 之 后 ,你 可 能 会 猜想 ,似乎 应 有 N(T)i = R{T* ). 但 事实 并 非 
如 此 .要 使 这 个 等 式 成 立 , R(T) 必须 代 之 以 R{T* ) 的 “ 弱 闭 包 ”, 此 处 已 无 法 
深 论 了 . 

等 式 N(T) = L R(T*) 不 过 是 以 下 两 条 件 等 价 性 的 缩写 ; 

(u) r EARR Tr = 0 的 解 ; 

(u) >“ k” 所 有 T* wm € Y°). 

这 一 事实 的 蘑 种 原型 早 为 沧 葡 分 析 的 开创 者 们 所 知道 ,而 且 在 积分 方程 等 问 
题 中 被 充分 考虑 . 

在 线性 代数 中 有 以 下 熟知 结论 : 若 A € R”, Al rankA = 7r 参 线性 方程 
A'x = 0 只 有 零 解 . 换 成 算 子 的 说 法 就 是 ;A 为 满 射 富 N(AT) = 101. 下 面 是 这 
一 事实 的 无 限 维 推广 . 

2.8.5 MWEE {X,Y E Banach, TE L( 久 ,了 Y). 则 以 下 结论 成 立 : 

(D R(T) = YST" RY. 

Gi) RIT*) = XST AHAM. 

证 (i) 首先 设 R(T) = Y. 由 (9) 有 NN(T*) = YL= {0], 故 T* 为 单 射 ， 
(T !: R(T") — Y" 是 一 线性 算 子 .此 算 子 必 有 界 ,否则 Jv, € Y* ,使 
LT o = 1 而 wl Z n(n = 1,2,7). O Q, = u |M 6, 1 12. W 
| Tx, | —0, A T" w 0, E wo (Tr) Yr € X), KX5EEA R(T) = Y 
得 ww 一 0. 但 [+o = u (12 一 ee, 得 出 矛盾 . 
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HRK T AAN RIE R(T) = YY. 为 此 需 利 用 2.10.1, 与 2.10.2, 证 明 
Jë > 0, 使 B0) Z TB1(0). 若 不 存在 这 样 的 8, 则 有 jy,! C Y fh y, — 0, fE 
y, € TB((O)(z = 1,2,…). 因 TB1(0) 是 闭 同 集 (2.6.2(ii0 (iv)), 由 分 离 定 理 中 
# u, € Y", ÜB viy) > wl TB,(0)), R FEE H (T'u,)(B,(0)) < 
la, 1 |> 1 Am H To < Bul Wy]. —Jimñ,8(T") 有 界 知 存 
fEB>0# | T*u, | Z p| o, W KS p= |>, E y, — 0 3F/8. 

(H) # R( T") -- X" WH EE HEBS(i A T** : X** -R(T ) 是 拓扑 同 
构 , 因 而 T: X > R(T) 亦 必 为 拓扑 同 构 , 即 TARA A 了 有 有 界 道 ， 
MIHE u E X*v = u ° T! R(T) 上 的 有 界线 性 泛 泵 .由 Hahn-Banach 定 
HE, Ai o CIKA Y EA RAA. BE u= o. T = T*w€E R(T`). 
aR R(T*) = X". O 

2.8.6 Ele $ X. Y R: Banach 空间 ,TE 工 (天 ,YY), 则 以 下 四 条 件 互 相等 
价 : 

(i) T: X — Y 是 拓扑 问 构 ; 

(iD T* : Y* — X 是 拓扑 同 构 ; 

GD 工 与 工 ” PAARD; 

(i) THT EAA. 


52.9 KERER T 


设 和 ,了 是 给 定 的 赋 范 空间 . 

# TELK, Y), (rn CXAR, WI Te) 是 了 中 的 有 春 序列 . 当 dimny < co 
Bf. iTr) 必 会 收 八 子 列 ;车 Y 是 无 限 维 空间 , 则 未 必 如 此 . 这 是 处 理 无 限 维 空间 
上 的 线性 算 子 的 主要 困难 之 一 .如 时 希望 达到 一 个 更 接近 于 有 限 维 空间 情形 的 理 
论 ,名 必须 限于 考虑 较 特 殊 类 型 的 线性 算 子 , 紧 线 性 算 子 正 适 于 这 一 目的 . 

2.9.1 定 义 。” 设 醋 : 义 一 站 为 线性 算 子 .车 对 任何 有 界 序列 1x,| C X, 
Tr) HOW ACT, ME T 为 隆 线 性 算 子 . 

直接 看 出 ,线性 算 子 了 : X— Y 是 紧 线 性 算 子 的 充 要 条 件 是 , 丁 映 多 中 的 有 
界 集 为 Y 中 的 相对 紧 集 (和 参看 1.5.1 与 1.$.4)， 

以 CELX Y) 记 从 天 到 了 的 紧 线 性 算 子 之 全 体 ,CLCX,X) 就 简写 作 
CL(X). 显然 CL(X,Y) C L(X, Y); ¥ dimX < ee 或 dimy < œ 时 有 
CLIX, Y) = L(X,Y). BIE, # T € L(X.Y).dmR(T) < œ, WÈ T € 


© HFH Banach 空间 Y ANEA. 
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CL(X,Y), RR T PON SR RE NCT. 
TARASO ERA FRAM. 
2.9.2 定理 i T€ L(X., Y) ETEKAHRT, WEA FEPE : 
= => Tr, > Tr (n — co). (1) 
当 针 是 和 白 及 空间 时 ,其 逆 让 真 . 

证 PT€ CL(X,Y),fE Xthz,—=z(n— œ), HRAN Tr, > Tr ORE 

RW 39 中 证 此 全 . 若 Tr, ATr, WA e > 0 Rir, l 的 子 列 { =, 1 ,使 得 

| Tra © Tail Ze, k=1,2,.. (2) 
Plen! 有 界 (2.7.2), 故 | Tx i 必 会 收 敏 子 列 ,为 记号 简便 ,不 妨 就 设 Ten > y 
(£ — eo). 这 推出 Tr, 一 y, 因 此 y = Tr, Tr, > Tz, 这 与 式 (2) 矛 盾 . 可 见 条 件 
(1) 满足 . 

其 次 设 革 是 自 反 空间 ,条 御 (1) 满足 . 若 | xz,| C 己 革 是 有 界 序列 , 则 由 2.7.8 知 
[zi 含 弱 收 煞 子 列 . 设 Ln ek 一 co) MRR0) 有 Tan, 一 Tr. Alt T EL 
KAERT. O 

如 命 1.s 中 所 指出 的 ,无 限 维 空间 中 紧 集 的 出 现 是 极 不 寻常 的 . EE 
多 ,基线 性 算 子 也 应 是 稀有 之 物 .例如 , 当 dimX = 上 时 ,X 上 的 所 有 可 着 线性 算 
子 髓 非 紧 线 性 算 子 ( 见 下 面 的 2.9.5). 幸 而 ,还 是 有 不 少 常 用 的 线性 算 子 是 紧 算 
子 .下 面 是 几 个 典型 例子 ， 

2.9.3 例 1 设 J= la,b](a <b), KC, € C(J x JD), 


(Tu)(zxz) = [KC y)u (y)ay, u € C) EJ. 


在 2.2.4 PEH T € L(C(J)). 为 证 TE CL(CC(7)), 具 需 对 任 给 有 界 集 
A C C(J>, H TA ECOU) 中 相对 紧 ; 由 Arzela-Ascoli 定理 (1.5.9), 义 只 要 指 
明 TA 等 度 连 续 , 这 由 以 下 估计 看 出 : 


(Tu)(z) - Ca)(2)|= || Kzsy)uy)dy - [KGs,y) u(y)dy 
Ë 
<| |K(z=,y) — K(x,y)|]|u(y)y| dy 


<const| |K(z,y) —K(z,y)|dy (Vu E A). 
2 Ë T R L REKO, .2 € LUI), WE T € CL(L2(J)). 3t $: E, 
车 在 L? (J) 中 up >u, WER Ü Tu, | 2 一 | Tu |, AN 
| Tu, — Tu || ,一 0( 参 考题 36)， 
于 是 可 用 定理 2.9.2. 令 8= supli u, l< OHAK, O € L2 SJL 3E PTY z 
EJ, A Kir, 0) ELUR > # 
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= ==. ——— z z1Z( l E EE v — 


Tu, lr) = Cu, Kix, O) > (u Kiz, '))y = Tu(z), 
El Tu, > Tua c. (n — œ). HIK, 


| Tux) |7 = PCr yd 


<| IK(z,y)l2dy (用 Schwarz 不 等 式 )， 
故 可 用 控制 收 合 定理 得 
tim l| Tu, || $= lim| | Tu, x)| dx 


- fi Tu(z)|2az = || Ta |2. 


紧 线 性 算 子 的 一 个 重要 来 源 是 ,由 已 知 的 紧 线性 算 子 通过 一 定 的 运算 构成 
新 的 紧 线 性 算 子 . 以 下 命题 概括 了 有 关 规 则 . 

2.9.4 命题 G) 紧 线 性 算 子 的 线性 组 合 仍 为 紧 线 性 算 子 ,因此 CLX, Y} 
是 L(X,Y) 的 子 空间 . 

(u) 紧 线 性 算 子 与 有 界线 性 算 子 的 复合 算 子 是 暴 线 性 算 了 于 HÆ 
T € CL(X,Y),A € L(Y,Z),B € L(W,X),JII 

AT € CL(X,Z),TB € CL(W Y). 

GD 着 YY 完备 ,| C CL(X, Y) T€ L(X,Y), || T, — T || 一 0(n co)， 
W T E CL(X, Y) BB CL(X.,Y)EL(KX,Y) 的 财 子 空间 . 

证 (i)Gi) 的 证 明 是 直接 的 . 

Gi) $ B = BIO0)CX, 只 要 证 TB 相对 紧 ; MAX RAE TB 全 有 界 
(1.5.4). Ve >0,; 取 nn, 使 TT -T| <e. ATBAR MAARE yi C Y, 
使 TB CUB: (y;). FÆ 

TBZ TB + B. (0) 
CUB,<y.) + B,(0) 


C UBC), 
这 表明 TB 相对 紧 . [] 
2.9.5 推 论 若 dimX = co 了 EL,Y) 有 有 界 道 , 则 下 必 非 紧 线 性 算 
子 . 
证 ”否则 I 了 = T' T€ ckx) Afi B (0) = 瑟 ,(0) CC 多 是 相对 紧 集 ,得 
HFA 1.5.8). [| 
2.9.4 为 判定 线性 算 子 的 紧 性 提供 了 重要 方法 ,下 面 看 一 典型 例子 . 
2.9.60 RA = (aj) EERE, > |a |? < 0, FEA E L) 
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(32.2.2), 实际 上 还 有 A € CL(/2). 
证 F A, 一 (an) ,其 中 
ayo i S ni . 
T= H C N 
Ai Ñ i> n, (j € ) 
Vx = (z) € Ë,# 
S las zy, 1 = Ni 
(Az); = 3 š 
0, I > n. 
AE, dimR(A,) < n A, 是 有 限 秩 算 子 . 因 
1 Az ~ Az |3= >Ë | Xass; 


< > lal? l] z 12, 


im 1 


| 2 


故 
lA,- All2 < 2221 a 2-0 (n — e). 
TEH 2.9.4(ü 知 A € CLI). 口 


最 后 ,给 出 以 下 重要 结果 ,其 证 明 在 下 节 中 . 
2.9.7 定理 (Schauder) # T € CL(X,Y),W | T* € CL(Y *`,X °). 
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2.10.1308 WT € L(X,Y), X 完备. 若 了 8 > 0, 使 
B,(0) C TB,(0), (1) 
DUTE 7 > 0, 使 得 
B,(0) C TB,(0). (2) 
证 ”由 (1) 不 难 推出 , Ye > 0, 38 > 0:B,(0) TB, 0). SR e, , 6, > 0 
(m = 1,25), ED en < 1,8, —0, Bs (0) C TB, (0), q = à,. Yy € B,(0), 
H y € TB, (0) AE zı € B (0), fE y- Tr, € B (0) EEA z, € B, (0), t 
y- Tzi- Tz; € B; (0),., 
一 般 地 ,有 xz, € B, (0), 使 
y- X, Ta, € B, (0), n = 1,2,.. 
由 
> lz, | <> |, <1 


. 86 ° 第 二 章 RYPKTSREZE 


Ar- >r, E€ BO). y = Tz, 可 见 (2) 成立. LJ 
2.10.2 定理 设 TE L(X,Y),X 完备 ,R(T) 是 Y 中 的 第 二 纲 集 , 则 
R(T) = Y, H T EFES. 
注 . 58 2.10.2 AME JH 2.3.1. 
证 ARIT -U naTBO EAE, 故 必 (TB(0)) Z 名 ,从 而 
TB 0) 包含 一 个 球 B, la), r > 0. 于 是 
B,(0)= B, tu) -a C TBI(0) + TB,(0) 
C T[B,(0) + B,(0)] C TB,(0). 
今 8 r/2, BE) 成 立 , 从 而 有 y > 04502) 成 立 . 由 (2) 推出 
Y = Ur nB,(0) =UTTB.(0) = R(T). 
其 次 ,(2) 推出 Ye >00, 3y > 0:580) TB,(0).# UC X AFE, CU, 
W B (r) C U, Mh B,(0) — TB (0) 有 
B (Tr) = Tr + B0) C Tx + TB.(0) 
= T| z + B.(0)] = TB (+z) C TU, 
HW, Tx € (TU 这 表明 TU E EE, T 是 开 映 射 得 证 . O 
2.4.52 REENA = J = [a,b](a < b) A R RERE 
明 要 用 到 较 多 的 测度 论 知 识 , 可 参看 [1] RO], HE: 1 < p < o(p = 工时 的 证 
ERMI. ES p: LP(J) x LY(J} 一 KK 为 


pluv) = | se(z)s(z)dz， 
则 p 显然 满足 2.4.2 FRO — (ü) FEE f € LU)" EL 
wir) = f(u,),u, = Xaj (= € J). (3) 
Fila B i 是 La,51 的 有 限 个 互 不 相交 的 子 区 间 , 则 
> |u (8) — wla) | = >, | e: f (ug 一 ua) 
= F(Zeil ug = ua) ) 
< l| Delu - u), 
= IFICA- a))®, 
由 此 看 出 w 在 上 绝对 连续 ,因而 oS w € 上 1(]) .于 是 
fiur) = wir) = Fods 


(|e;| = 1) 


= | u,(y)u(y)dy. 
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这 又 推 出 ,对 上 的 阶梯 旺 数 4 ,有 
Flu) = | ulz) w(x)dz. (4) 
进而 用 一 标准 的 通 近 程序 得 出 ,(4) IETA APA AR u. 
Vx € N EX 
vlr), [ə(z)[= zn; 


| 
Patr) = t0, |o2(z)| > x, 


M) o — o,a.e.. H 
lo. lg= | |o |7 (sg o)odz 
= f(| vl (sgn u) (用 (4)) 
< EIP vl sga vl, 
= HF lo, la 


推出 ‖ w lo < If ,因此 
lol = imlo lS Ifl, +€ FG). 


任 给 zx € L?(]), 取 J 上 的 阶梯 函数 列 |u) ,使 wu( 参 考 [13, Th.A.2.3]), 


则 

b Ë 

Fun (z )o(z)da 一 | wz)elz)dz| 
le-ul ,livl ,0 — oo), 
这 推出 
f(u)= lim flu ) 
b 
= | etz)e(z)dz， 

这 就 验证 了 p 满足 2.4.2 中 条 件 (iv) ,因而 可 由 2.4.2 推出 2.4.5， 口 


2.4.7 ŻE X o: C(J) x BVe(J) — K *⁄ 
pluv) = [ulz)dvla), 


则 易 见 p 满足 2.4.2 PROG ERE CC) ,由 2.5.2, 可 设 CRN 
HEEE LUO EEX wir) 如 (3). 若 
a = xe < rK < z, = b, Anxu(mx;) = wlr) — wlr,-1), 
刘 类 似 于 2.4.5 之 证 ,有 
> lAw(z)|= Yeu, — u, ) (|=, 


= 1) 
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< MASE ete -站 = Ul. 
这 表明 Vile < j fl. Yu € C(J),e >0, Ra = zo < zí < ' < z, = b, 
使 


x > ulr Awr, ) -| wz)auotz) x <E, 


Hla) <, = Dulau, -u ). FÈ 


r-l 


G) = [utaya (z) 


<| fü) = AD> | G) - |'aCe)au (az) 
<| file +e, 
这 表明 
flu) = | uC) (z). 
因 叮 指明 ,存在 vw € BV (J) EI Vi o) S Vi(ze), 
| aae(z) = | (edz) (Yu € CUO) 
GX RLRE EE ak RES 5 MAIR) , 故 知 o 满足 2.4.2 之 条 件 (iv) 
Ë v € BVD AHER u € CUVA plu, v) = 0, 则 特别 对 
ulr) = [a 
tí | 
0- | ndo(z) = xz)o(z| - [olz)dutz) 


= | letz)ldz， 


这 推出 vlr) = O,a.e.; 由 ua)=0 及 zfzr) 在 (ab 内 右 连 续 推出 wfz) 三 由 
这 各 验 证 了 2.4.2 之 条 件 (ii) ,于 是 2.4.7 得 证 . O 
为 证 2.5.1, 需 准备 某 些 集 论 概念 , 
2.10.3 EX B MEE- FSR A M 上 的 二 元 关系 < 满足 条 件 ， 
(i) HRTE: z < x; 
(uú) 可 传 性 :rr =< y < z=x = zx; 
(HD 到 对 称 性 :rz g y S< r> = y 
(以 上 yxzE& M), MR <A M ERER, M, <) AEF E A 是 半 序 
E M 的 于 集 , Ya, bE A abba VAR, MA 35k. p C M lf 


3892.0 某 些 结论 的 证 明 肥 补充 - 89 - 


E >= 5(V<x €C A) MER p HABER. m € M ,` m << + BD = xz, 则 
Em 为 M 的 极 大 元 . 
2.10.4 极 大 原理 AFFE M 中 每 个 链 有 上 界 , 则 M 必 有 极 大 元 . 
ERRELE Zom 引 理 , 它 被 作为 一 条 集 论 公理 接受 . 
2.5.1 之 证 j M kill FB. Z+ 1k; 是 某 个 子 空间 BC X EHRE 
上 ,ACBvilA=&, 在 B 上 上 v 志 PP 者 v,w € Ma 是 ww 的 延 拓 , 则 记 作 
vT w. BRC EM EPET. E N 是 MM 中 的 一 个 链 , 以 D, i> 的 定义 域 ， 
令 D = UD, 定义 
wr) = vlz), rED,vEN, 
则 易 见 w 是 NN 的 上 界 .由 2.10.4,M 有 极 大 元 v, 设 DD = D. 
今 证 D = X( 如 此 则 显然 2.5.1 得 证 ). 若 万 关于 , 则 有 zoEXANDD. 令 日 = 
DP Rro. Yr,y€D, 有 
vlr) t o(y)= vlr + >o + y — ro) 
= pir + ro) + ply — zo), 


即 
vy) — ply ~ ro); p(z + ra) — o( z). 
TEF r € 及 ,使 
vy ply- zj) < r =ç p(z + xa) — o(z)(z,y € D). (5) 


wlr + àzo = o(z)+àÀr (tE D, AER). 
显然 也 | D = v, M wlA= u Ea >> 0, 则 用 ($5) 得 


wla + àzo) < vlz) + [PY + ro)- vl) 


À 
= plz + àzo). 
同 理 , 当 < 0 时 亦 可 用 (5) 得 wlr + àro) < plr + Ar). AE wE M, R. 
u C w. Hv Z w, R5 o R IR KOP 8 Wa D = x. C 


2.6.3 之 证 ”首先 注意 ,$2.6 中 不 等 式 (5) 相当 于 ul- B) > 0. HB 

2.6.2Gi) ~ (iv) 知 A? — B Hih; H 
A-B = YLA - b) 
A A- BAFE 1.3.5) E rE B-AS V-A — B + xa , BJ VAN 
开 集 ,0E Vrne KEWOEA- B, 5A NB = 好 相 矛 盾 ). 定义 所 谓 
Minkowski 函数 
plr) = ifl) >0:r EAV}. 

设 a > 0,r,y € X ,WIJ 
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plar}= infilà 20: ar € AVi 


=g" fi 人 >0:. € ày = apx); 
pirt y)— infla > 0:ir+ty € ÀV! 

Sinff > 0: r € ÀAVil + infi > 0: y € aV] 

= pix) + pÚy), 
HK pir) 8 X REKATE A. H za € Vi plo 22 1; H V 为 开 集 推出 
plV EIB V. € V;p(z) < 1. 

TE X BJ fell Rio EIE 2 - 2k EEZ Pñ 
u : Rro "R Aro — À. (6) 
# À >0, 虽 
plAro) = Ap{tro) =À = H(Aro); 
Ër A s< 0, M) plaro) 22 0 ZZ ulr. 因此 在 Rro E ulr) < plr). 于 是 由 
Hahn-Banach 定理 (2.5.1),a 可 扩张 为 X 上 的 线性 泛 丙 , 仍 记 作 ,使 得 
ukr) & plr) (Vr € X). 

今 验证 u ñ TFAEFEBOR. A p(V)< 13 ul V) <1, BN ul- V)>- 1, 
EVA V) Elele) 1.B VNAO V) RE 0 FS u € Xx" (# 
考 本 童 题 1) .其 次 ,四 (6) 有 ulr) = 1, 于 是 

[> a (V)= (À — B+ ro) = ultAY- ulB)+l, 
出 此 得 (A) < (B). 令 + = inf u (b), 注意 到 utA') 为 开 区 间 (参看 
2.6.2(v:)) EI$ $2.6(5). 由 $92.6(5) 5 A C A°(2.6.2(v)) H 82.66). 
L] 
2.10.5 定理 Ü A EH =E [E] X 的 闭 子 空间 , 则 A 亦 为 自 反 空间 . 
证 dE pE A ES X’ CWRS AUF: 
xX -Ku ipul A). 
由 
evli Als lel lell 
Hgy € XT AXERRE W RA xo E Xi 
Cpu) = (@,u A) = viza). (7) 
# ze E A. MINH 2.5.348 u € ALT, 使 v(xwo) 关 0, 而 (gp,v1 A) = 0, ATF 
B. AE zro € A. Yu € A*,H Hahn-Banach EEF v € X* fH u | À = u E 
而 由 (7) 有 ulr) 一 《gp,u). 这 表明 A REWERA Ii|#R8 A " BKA RARS 
lB]. [| 
2.10.6 定理 6 X ` T, XENA. 
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证 R X" ia a PRI PPJ EP Sy E ia l: z. € X. |x! = 1, 
aplan) | > 1⁄2(n = 1,2,…). 今 证 [zc,| E XERE, AM X MAE 1.3.7). 
Tanen E, MH 2.5.70 u E jr, ta ull = 1. TE 

| zep = u |Z | (er) — ularn) | 
— |u,(z,)|> 1⁄2 (xw = 1,2,..), 
这 与 对 1u,| WU ETER IAS. C 

2.10.7 定理 ”上 督 关 可 分 , 则 每 个 有 界 序列 iu1 CXAR 收敛 子 列 . 

证 HO X 的 可 数 稠 集 1 xz}. 如同 1.5.9 之 让 ( 见 人 $1.9), 用 取 “ 对 角 线 序列 ” 
的 方法 可 得 1 | AFA o E VEEN, ula 收 化 .Yr EX,Ye >0, 
Boz fE | e-l < s BIR N 0, E m,n > N A| Q (zL) — vn (Zh) | < g. 
FB- sup || un |W m,n > N 时， 

| vml) wr) tnlr) Umka) |+ | oalr) - vlaza) 


+ 


Valar) — ulr) | 
< Glest + lon Olle- z || + 
< e(28 +1), 

i on (a di R.E o (r) = o(z)(n — o,r E XW v EX’ ,vv 站 

2.7.8 之 证 ” 任 给 有 界 序 列 |x,! CX, S A = spanlz, I M A 是 区 的 可 分 
团子 空间 .由 2.10.5,A 是 自 反 空间 ;由 2.10.6,A* 亦 可 分 .由 2.10.7,1x,] 有 子 
REPE fEA ` (= A) 中 弱 * AK Bl Yu cA, A u(r, ) > ulr) k — eo). 
Va € X, vil AE A* DE vlr, ) — u(z)(k — 00), 因 此 Ta z. L] 

2.10.8 命题 者 TE CL(X,Y).,BJ R( T) 可 分 . 

证 ”不妨 设 R(T) = YAY = Ur nTB, (0), RRE TB (0) GIAR. 
A TB (0) 相对 紧 , 从 而 全 有 界 , 故 Yk EN PEAME yallimi CY, 
使 得 TBM CUB ial yn) WÑ Iy IKRES nk = 1,2,.| 在 TB.(0) rR 38] 
i. [ ] 

2.9.7 之 证 ” 任 给 有 界 序列 |v,} C Yt, AET w,| ERKAT. H 2.10.8, 
RCF) AMR T) 会 B 亦 可 分 .由 2.10.7, 有 !vw,| 的 子 列 jg | 及 € B*， 
使 得 YyE 吾 ,有 Wy y(n 0). 由 Hahn-Banach 定理 ,可 设 wEY*. 
今 指明 T u, > T” u WERA, WA e > 0 与 ,| HTI u, | ,使 得 

[Tun Tul 2 

Wor € X GE |x; Ë = 1, | Cun, = u,Tza2]| 2822 ,k = 1,2,4. h TEREE 
妨 设 Tr, — y € B(Ë — œ), FE 
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K 一 u, Taa) | 

KOM — u, Tr -y)|+ | C ttn, 一 u,y)2| 

const || Tz, ~ y| + | un Üy) — u(y)|—> 0 (k — œ), 

得 出 矛盾 . C 
线性 算 子 概念 的 一 个 自然 推广 是 双 线 性 算 子 ,以 及 更 一 般 的 多 重 线 性 算 子 . 

后 者 昌 然 过 不 及 线性 算 子 那样 被 广泛 使 用 ,但 也 自然 地 出 现 于 不 少数 学 问题 中 . 

本 书 并 不 深入 涉及 双 线 性 算 子 概念 ,只 是 给 出 初步 的 定义 ， 


2.10.9 定义 P T:XxY-Z.# T(z,y) 分 别 对 之 ,y 是 线性 的 , 则 称 
T 为 双 线 性 算 子 , 若 进 而 设 


A 


|T) o Ç 
Fek Tal < 


则 称 T 为 有 界 双 线性 算 子 , 且 称 | T| 为 工 的 算 子 范 数 . 
$2.1 中 许多 结果 都 可 平行 推广 于 有 界 双 线性 算 子 .例如 ,车 :XxY 一 2 
是 有 和 界 双 线性 算 子 , 则 
[T| = I ND < | Tiz, y) | 
一 Ld yi | T(z,y)] 
= minik 20: | Tiz,y)| 
去 下 用 并 站 | aljl(Vze X,y6€ Y); 
lTi D ISITI M+] Hyl. 
双 线 性 算 子 了 :XxY 一 2 有 界 近 T 连 续 . 从 和 xY 到 Z 的 有 界 双 线 性 算 子 之 
全 体 依 算 子 范 数 是 一 个 赋 范 空间 , 记 作 L(X,Y;Z); 当 2 完备 时 L(X,Y;2Z) 亦 
完备 .特别 , 工 (X,Y; 区 ) 是 一 个 Banach 空间 .任何 fE L(X,Y;K) 称 为 XxY 上 
的 有 界 双 线性 泛 函 . 
以 上 所 述 可 进一步 推广 到 多 重 线性 算 子 ,不 必 风 述 . 


评 X 


1. 线性 算 子 ”如同 任 何 抽象 数学 理论 一 样 ,线性 算 子 理论 有 一 个 很 长 的 演 

进 过 程 . 早 在 没有 任何 线性 算 子 概念 之 前 ,人 们 就 已 经 实际 使 用 线性 算 子 了 .实际 

上 ,任何 “线性 的 ” 运算 或 变换 都 是 线性 算 子 ,这 样 的 算 子 出 现 于 数学 的 各 个 领 

域 ,包括 最 初等 的 数学 部 门 .熟知 的 代数 规划 
alàrx + ny) = A(ar) + ulay) (asà pzy € R) 

无 非 表示 对 应 zx 一 ar 是 及 上 的 线性 算 子 .更 重要 的 线性 算 子 出 现在 微 积分 学 中 . 


衬 . 
ITI S sup 
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一 一 


虽然 ,映射 
aC) > (z) 与 ule) > [uld 


都 是 定义 在 适当 空间 上 的 线性 算 子 ,它们 只 是 微分 算 子 与 积分 算 子 的 最 简单 特 
例 .更 复杂 的 微分 算 子 在 微分 方程 论 中 被 | 泛 使 用 ,例如 ， 


L :utr}— Va (ru (a) 


可 作为 这 类 算 子 的 一 个 例子 . 线性 算 子 的 其 他 例子 还 可 举 出 : 求 C" 函数 的 n 阶 
Taylor EMA; Fourier 变换 及 其 逆 变 换 ,等 等 . 

第 一 个 试图 建立 一 个 关于 线性 算 子 与 线性 泛 函 的 一 般 理论 的 人 ,是 美国 数学 
家 Moore, 他 在 1906 年 运用 会 理化 方法 建立 了 他 的 “General Analysis”. 但 Moore 
的 二 作 实 质 性 结果 很 少 ,影响 有 限 . 真正 为 线性 算 子 理论 的 形成 作出 了 开创 性 贡 
献 的 是 Riesz, 他 在 1910 年 前 后 的 工作 为 这 一 领域 奠定 了 基础 .与 Riesz 同时 及 稍 
后 的 线性 算 子 理论 开拓 者 中 , 可 指出 Hilbert, Schmidt, Hahn, Banach 等 ,尤其 是 
Banach ,他 对 于 Banach 空间 中 线性 算 子 理论 贡献 之 大 ,只 要 看 看 以 他 命名 的 定理 
LERET. 

2. 算 子 范 数 。” 对 于 TE L(X,Y), 范 数 | 休止 无非 是 实 泛 函 | Trl 在 闭 
单位 球 上 的 上 确 界 ,在 某 些 特殊 情况 下 (例如 dimX < ee ,但 不 限于 这 种 情况 ) ,该 
上 确 界 实际 上 是 极 大 值 . 无 论 迫 于 实际 的 需要 ,或 者 基于 追求 理论 上 完整 性 的 仿 
好 ,人 们 常常 致力 于 准确 地 求 出 所 研究 的 线性 算 子 的 范 数 ,但 这 未 必 容 易 成 功 . 读 
者 在 面 对 这 类 问题 时 ,通常 有 两 种 方法 可 供 选 择 : 

(A) 利用 已 知 的 标准 结果 ,例如 本 章 的 2.1.3,2.2.1 ~ 2.2.4, 以 及 下 章 的 
3.5.7(i,3.6.2 等 .这 类 结果 在 沁 明 分析 中 为 数 不 多 ,其 作用 是 有 限 的 . 

(B) 直接 法 .通常 依 如 下 程序 进行 ;¥ x € X,XH | Tz | 作出 一 个 尽 可 能 准 
WEISE | Te l =k] z 中 ,从 而 推测 | T| = 不. 为 证 实 这 一 推测 ,可 用 以 下 方 
法 之 一 : 

G) 选取 适当 的 ro € X,f |> | = 1, il Tx | = 名 ,如 在 2.1.3 与 2.7.7 
HE ine. 这 一 方法 显然 仅 当 T| = max | Tz || 时 才 有 效 ,因此 应 用 极 有 
限 . 

(ü) Va <k AR y. E X, | x, ] = 1, l Tz, l 洋 a, 如 在 命题 2.2.2 之 
证 中 所 和 作 的 . 

(ii 选取 r, € X, | z, l| = l,liml Tx, | > k.2.2.4 ZERRE. 

=£ Kelola hapita je | T| = 大 是 一 正确 猜测 ,而 这 是 无 法 保 
证 的 .如 本 章 曾 指出 的 ,不 能 准确 地 求 出 上 个 人 ,未必 总 是 一 个 很 严重 的 问题 . 例 
如 ,对 于 2.2.2( 涪 ) 中 所 述 的 算 子 4 € 工 ( 世 ) ,尽管 未 曾 求 得 | A | ,的 准确 表达 
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3. 积分 算 子 ”在 线性 算 子 理论 的 形成 及 其 应 用 中 ,微分 算 子 GRIA Bb 
起 了 重要 作用 .然而 二 者 的 性 质问 别 甚 大 :积分 算 子 可 以 定义 在 由 "很 址 ”的 亲 数 
构成 的 空间 上 (例如 上 ,而 微分 算 了 通常 只 有 猿 小 得 多 的 定义 域 ;积分 算 子 通常 
是 有 上 竹 作 了 ,其 至 是 紧 异 子 , 而 微分 算 子 则 往往 是 无 界 算 子 ; 积 分 工 子 3 由 币 隆 表 
示 的 线性 草 子 有 高 度 的 类 和 似 性 , 调 微 分 算 子 则 二 非 如 此 .不 是 由 于 这 些 莽 别 , 积 分 
算 子 更 上 被 研究 并 形成 较 成 熟 的 理论 . 

积分 算 子 的 研究 内 史 , 在 很 大 程度 上 也 就 是 泛 范 分 析 的 由 期 发 展 史 . 泛 明 分 
忻 的 基本 思 息 与 理论 框 半 的 形成 ,密切 联系 于 积分 方 称 


h 
ulr) | K(z,y)u(y)dy — v(x) 


WIR, Mo AKR TIA K 为 核 的 积分 算 子 的 考察 . 泛 函 分 析 的 开创 者 , 如 
Hilbert , Schmidt , Riesz 等 人 ,都 热衷 于 对 上 述 积分 算 子 的 研究 .他 们 在 其 研究 中 大 
车 运用 线性 代数 的 观念 与 方法 . 趟 是 在 无 限 维 空间 中 扩 广 线性 代数 结论 的 诱 大 前 
景 ,大 大 激发 了 开拓 省 们 的 热情 . 当时 人 们 刻意 模仿 线性 代数 的 方法 ,以 至 大 量 线 
性 代数 术语 直接 出 现 于 泛 函 分 析 前 早期 理论 中 . 1900 年 前 后 ,Fredholm 通过 直接 
解 线性 代数 方程 组 建立 了 他 的 普 名 的 积分 方程 理论 . Hilbert 则 借助 于 正 交 坐标 系 
直接 将 积分 方程 转化 为 无 穷 线性 方程 组 (1906). 这些 研 究 为 泛 丽 分 析 的 形成 提供 
了 丰富 的 材料 ;但 对 线性 代数 方法 的 过 分 依 下 ,实际 上 延缓 了 抽象 化 的 算 子 理论 
的 形成 . 现代 线性 算 子 理论 无 疑 大 二 吸收 了 线性 代数 的 思想 ,但 在 构建 理论 的 具 
体 方法 上 , 却 舍弃 了 传统 线性 代数 方法 这 一 拐 枝 . 

4. 基本 定理 。 逆 算 子 定理 .一致 有 界 原理 及 Hahn-Banach 定理 等 基本 定理 ， 
K390 F 1920 ~ 1930 年 间 , 显 著 后 于 Hilbert ,Riesz 等 人 的 更 蛙 的 开拓 性 工作 . 
但 正 吓 基本 定理 的 出 现 , 慰 志 着 泛 果 分 析 开 始 成 熟 .值得 注意 的 大, 三 大 定理 都 与 
Banach 的 名 字 联 系 在 一 起 ,Banach 的 贡献 是 不 窑 置 疑 的 ,然而 ,在 Banach 之 前 很 
A, j 基 本 定理 有 关 的 某 些 事实 与 结 沦 就 口 被 许多 分 析 学 家 注意 刘 . 一 致 有 界 库 
理 或 共鸣 定理 的 形成 最 能 说 明 问 题 .在 Banach 以 前 ,这 一 定理 的 -系列 特殊 情况 
在 各 个 不 同 领域 被 陆续 发 现 , 其 中 包括 Fourier 级 数 的 发 艇 性 (Lebesgue,1909); 
Lagrange 搬 傅 多 项 成 序列 的 发 散 性 (Hahn ,1918); 发 艇 级 数 求 和 法 (Schur， 1920; 
HBahn,1922): 求 积 会 式 的 收 伍 性 (Polya) ,等 等 . K HEF K EA aa pk - 
系列 特殊 发 现实 际 上 可 统一 为 某 个 一 般 定理 , 而 这 一 定理 终于 由 Banach 与 
Steinhaus 于 1927 年 建立 起 来 ， 

在 二 大 定理 中 ,Hahn-Panach 定理 明显 地 处 于 特殊 地 位 . 与 基于 Baire BJ BB 
的 增 算 子 定 理 — 3 PL pi FB Sta] ,Hahn-Banach 定理 不 用 到 空间 的 完备 性 ;实际 
上 , 它 并 不 真正 依赖 于 空间 的 拓扑 结构 ,可 看 作 一 条 纯 代 数 的 定理 . 正 因 为 如 此 ， 


# 注 . 05. 
Hahn-Hlanach 定理 能 推广 到 揭 一 般 的 空间 , 如 局 部 凸 空间 中 , mAAR TERG 
化 有 界 原 理 推广 的 余地 是 很 小 的 . 

5. 对偶 空 间 ”对偶 空间 概念 是 由 Banach 于 1927 年 引 人 的 .本 章 的 材料 已 经 
显 拓 出 ,对偶 空 间 并 非 只 是 一 种 抽象 构架 ,而 是 一 个 不 可 缺少 的 有 效 工 具 . 例如 ， 
倘 不 用 对 倘 空 间 ,就 无 法 定义 如 收 伍 ,对偶 算 子 等 如 此 有 用 的 概念 . 对偶 空间 的 运 
用 可 区 分 为 如 下 两 种 类 型 ， 

(A) - 般 的 使 用 , 仅 用 对 倡 空间 的 普 让 性质 . À 22 Br i Eb J X4HB 2 [a] B) — 82 
性 命题 (2.5.4,2.5.9 等 是 典型 例子 ) ,都 是 在 这 种 意 广 上 运用 对 偶 空 间 . 这 些 命 
题 并 不 用 到 对 俏 空 间 X ”的 特殊 构成 或 其 具体 实现 . 

(B) 特殊 的 使 用 ,例如 ,给 出 某 一 赋 范 空间 X 中 弱 收 敏 的 条 件 ,这 就 要 用 到 
X ` 的 特殊 构成 或 其 县 体 实 现 .2.7.3 一 2.7.6 即 属 这 一 类 型 ,对 于 这 一 类 的 应 用 ， 
对 偶 空 间 的 肉体 构造 不 明 必 然 彝 一 重大 障碍 .例如 ,在 C(J) 中 ， 

Un C sup la | e<ə°% HB wr u(z)(n >o, V x € J). 


(参看 题 82) ,如果 不 利用 给 出 CC) ”具体 实现 的 命题 2.4.7, 就 难以 达到 上 还 结 
iË. 

HEE W. HB =E Bj Rk k B pk A E 4: ah S 09 B 52 38 E dË W W 5 W. 
ERK Wi, ANTARA JEER ELES BE 63 EEB MA, — 1 W 5 32718 
定理 的 建立 (关于 Hiber 空间 的 Riesz 表示 定理 2.4.3 与 关于 空间 C( T) 69 2.4. 
7 是 其 典型 ) ,一 直 被 视 为 分 析 学 的 重大 成 果 ， 

对 偶 空 间 概念 在 现代 数学 中 被 广泛 拓 广 为 各 种 数学 系统 的 对 偶 概 念 ,常见 的 
PITTA H : Abel 群 的 对 俏 群 ,交换 Banach 代数 的 结构 空间 ([9,84.5]) ,等 
等 ， 

6. 正则 嵌入 ”定理 2.5.8 指 出 了 XCCX** ,有 即 每 个 x € 多 具有 双重 身份 ; 
X 中 的 点 5 必 ”上 的 有 界线 性 泛 函 . 当 在 后 一 意义 上 使 用 时 记 作 x+. 这 种 观点 的 实 
际 好 处 已 体现 于 本 意 中 阁 干 具体 结果 的 建立 (如 2.5.9 与 2.8.3), 理 论 上 的 好 处 
则 尚 宕 进一步 的 说 明 . 以 B 记 X* 中 的 闭 单位 球 .可 以 严格 证 明 ,B 恢 弱 "收敛 所 
村 人 的 折 扑 ( 称 为 弱 拓扑 ) 是 一 紧 集 ( 称 为 弱 " RE). UCB) EB ERS" 拓 
扑 连 续 的 泛 明 之 全 体 , 则 C(B) 依 sup 范 数 是 一 Banach 空间. 任 给 zx € X, EE B 
Fu, u Mj u r) ulr) 62.7.1), Biz lu, )— rlu), 0A ziki” Hth 
EB HE, AI ri BECH) 由 2.5(10), 有 

l æi = sup x(u) ， 
上 上 式 石 端正 是 z EAC) 中 元 素 的 sup 范 数 .这 就 得 到 等 距 典 人 
X— C(B), z—>z!B; 
IJ iZ, X BERRAR B| C( B) 的 子 空 间 . aa RE X 的 一 个 
具体 实现 . 有 趣 的 是 ,这 种 具体 实现 是 依靠 X 自己 的 对 偶 空 间 获 得 的 . 
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这 样 ,我 们 达到 了 一 个 颇 为 售 人 的 结论 : 
只 有 一 种 轿 范 空间 , 即 紫 集 上 的 连续 函数 空间 . 


习题 A 


1. REAT T: X 一 了 连续 全 了 了 映 某 个 内 部 非 空 的 集 为 有 界 集 . 
2. ET: XX 一 YY 为 线性 算 子 , 则 ITI = k= TB,(0) C R,(0). 
3. 设 TELCX,Y), 网 YB>1,IxzE X. |> < 8, Tri = H T|. 


4. Tul) = zra(2r), CSu)( r) = a| uy)dy,n € C[0,1] + |T, SH, 
| TSI i STI. 

5. Hr € X,e(T) = Tr(TE L{X)) M e € L(L(X),X),K [ zl. 

6. a € L”), Tuir) = a(z)u(z),MJ T € LIL. K | T|. 

7. Ü u = Tu, olr) = ulr < 1⁄2),=(z) = D( zr > 1⁄2),W]| T € r(L2[0,1]), K 
ITI. 

8. Ra = (a), Tr = lar) M T € LPSa El”: Mac HR | TI, 

9. A = (a,) € KOT, HF > aR > n 时 补充 定义 a = 0, 将 和 扩充 为 无 穷 矩 阵 芯 ， 
WAL, = TAROS p= e). 

10. 设 Tir = (ritsan 0A MD] T € LEOR ITN. 


IL. Ë Tula) = | sinnte july)dy, 则 TE LCCEOAD, R ITI, 

12. I = [a,b], Tulr} = [ude W TE L(LI(D,CO(ODDB TE LCL, 51 
RITH. 

13. BKO, € LY(J x J), < p< s.p li g l = 1,T 是 以 K 为 核 的 积分 算 子 , 则 
T€ L(LP(J),L20J)). 

14. 设 (X, - D’ SX, e O A Banach S0, p > 0, rl < al. (V. € X, 
MAWA 1. T 55 - | t. 

15. 设 X,Y 是 Banach 空间 ,TE L(X,Y),R(T) 是 闭 集 ;3 € L(X,Z),N(T) C 
NCS) EX A: R(T)— Z,Tr = Sr,WJ A € L(R(T),Z). 

16. 设 X Ë Banach 空间 ,外 = AP B.A.B 是 闭 子 空间 . 制 3p > 0,V r C X,`4 xz =a 
+bta € ABEBE | all Er, il &klæl. 

17. H X, Y 是 Banach #0), I| X x Y 亦 是 . 

18. TELLUN TECDE C(J),W T € L(C(J)). 

19. 设 u EX ERREZE. M w AA SN) BATEN; u AS =S Niu) = Xx. 

20. 02 u € X*W dir NGD = |u(zr)l | s |; AS Xl =1),W || = 
l⁄a(0,.A). 


21. OA u € X° , 则 不 存在 球 B (a), Ë ula) Ë u EB, Ca) EMECKEREMA. 
22. i fu) = | wz)dzwe L?[0,1],0 < a < 2,00 f € L20117 R IFN. 


MET. 


43. 


44 
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. Ë: flu) = au(1/3) + Aa (273), £ € cok H fl. 
, 设 ff 是 C(JT,R) ERREK, u 20> fu) > D, f € C(J)`. 
` ey = il. 


. B p AE kB] RL B] X EKRA, p0 = 0, 则 存在 X EBREA u, t13 


- pl- r) S ulr) sç p(z). 


. 设 AC X RBI TEJ M dir, A) = sup|| ull lal :032 ua € At. 
. 设 A R Hilbert ZA X KTZH, «u 是 A 上 的 有 界线 性 潜 函 , 则 ww 在 X 上 有 了 唯一 保 范 


. 上 条 是 闭 子 空间 ;4 = spanA 1. 
. 基于 向 量 值 函数 zf) 的 分 部 积分 公式 成 立 . 
-RITIT L(X,Y),X%8,V+r€ X,Vu£ C€ Y° :sup | oT) | < œ, W 


supl T. | < œ, 


ET: X— Y RER f ,Vo € Yiv- T € X` , WTHR. 
. B K C. X éH]PuE H K° =Ø, = € KS 140 Z < € K" BÍ (x) > 0. 
, # X EBE], K C X EHIn E.M K = K * 

. 证 上 明 2.6.20) ~ (v), 

, 在 Hilbert 空间 中 >, > rS, >r H | x, l — Iz |l. 

， 弱 收 敏 的 极限 有 唯一 性 . 

E z "Z u, > u Rar, r u, mu, X S. H| a (r.) — ula). 
. Ë T € L(X,Y),=,—. 4l Tr, — Tyr. 

. ËT: X— YERERE T, z, 一 1> Tr > Tr WM TÄH. 

. 闭 子 空间 对 序列 弱 收 敏 封 团 ， 

.在 中 x 一 全 x 一 x (Shur, 1921). 


设 (a) = | 'ule)sinnzdz, u E L’la,b], 1S p < œ A £0, 


W X HBER,DC XERRO. R| 3r € D. || zo li = ini |z lH D AB) 


每 个 了 和 X' £ D ERS A SEO 6. 


45. 


设 T, € L(Y,Z),S, € L(X,Y), YZE, T, I BRAF T ISI Wikikq S, 则 


TS. BRAF TS. 


46. 


F I. 


47. 
48. 


Bl Taur) = ufrie) MD T, € L(C(J)),J = [0,1], 1 T, 上 强 收 策 ( 但 非 范 数 收 各 ) 


BITI C L(X,Y) BHAT Tra, — r, X HE, W T, > Tx. 
ETEL. Y), WT EH S R(T) = YM X RRHH TERH SRT) = 


49. E X,Y 完备 ,TE CLIX, Y), dmY = so W 3ye Y; FH Tr = y 无 解 . 


50. 
51. 


B X,Y58,T € LIX. Y), RiT) H| ,dimR(T) = Œ, A T RERET. 
R X KE,TE LX), k >0, || Tr 2 E z (Vx € x), w 
T € CL( X)yeedimX < >°. 
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52, # 六 是 无 限 维 Banach 空间 , 则 几乎 每 个 也 上 L(X) 非 紧 线性 算 了 . 
53. W X E Hilbert ZH, T € CLIX), ry >r, yn y MK r, Ty (r, Ty}. 
54. É X Æ Hilbert 空间 , ie) CC 站 是 标准 止 交 系 ,T € CLX), WM Ten, e) 0. 
85. $ X Æ Hilbert Z, T € L(X) 是 有 限 秩 算 子 , 则 Tr = X 《rai)e,a,t € X. 
S6. ËF | =< p =< eo BM p: P — a -= (z Zi) 是 紧 线 性 算 于 . 
57. L{ P,P) = CL(22 P). 
58. 设 Tu = au, a,u € C(J),MWMD T € CLCH) a = 0. 
59. 设 Ta (r) = jutaqe, 则 T € CL(C(J)),J = [0,1]. 
60. RAJ: CUD 一 CUD ERST. 
习题 B 
61. L(X,Y) 完备 SY 完备 . 
62. © dimX = co, Y = |01, 则 存在 无 界线 性 算 子 TT : X — Y. 
63. ë T € LIX, Y), Y ZR, X fE X PA MFE- -TEL Y 8 T | X = T, 
HTH =H Th. 
64. 设 an = äp 一 lan = 2, HR a, = 0, A = (an). R TA J; < (> | a 17) 
65. RKO, -) # J <J Eu. Ë Kea lal <M.|[ IK, elde] €M, 
Tu(z) = | Kle, y)uly)dy,1 < p < @,B | T | , < M. 
66. HF : L (R) COR) ule) a (E) = | e“(z)4z OR ITI. 
67. j| al CX, YuE X‘ | MENEE co M> | u (z, ) | =< const || u |l. 
68. XZE, Pal CX, D |l) e rE DWY ll Kost zx. 
69. pi J=[la, b] =X #Eu. pE LJXYu EX”), W 
Ë 

[lucpgGd) ld Konst al (Vu x°). 

70. W X KA. plr) EX EERRRREZE, 4 r, — z BL plr) < limp(=>,), M 
Dir) = const fx | (z € X). 

71. 1< pS Vu ELUA uv € L) M] o € L). 
72, <p = 4<, Vz € PAS |=s |< = My = (y) € ñ. 
73. W X,Y,Z ZER, T: Xx Y— ZERRA Z. T(r,y) 分 别 对 >,y 和 连续, 则 T(r,Yy) 


# Xx YY 上 连续 ,和 且 Tx,y)| = cont z] [y| (c € X,y € Y). 
74. É X,Y,Z 68 T : Xx Y 一 Z 是 双 线 性 算 子 ,VY vE Z" o Tla, y 分 别 对 工 ,y 
EM Tiy = const z] H>] (z € X,y € Y). 


75. 


W X = À @ B,dimA = n,B 是 闭 的 , 则 dimB- = n. 


习题 B ` 99 - 


76. 


77. 
78. 
79. 
80. 
81. 
82. 
83. 


84. 


HE a C K,z, € X(1 = : n) MEE ¿ú € X"` 使 
(r) GVA) EE K': | Yap |< oonst| Z grl. 
ije) 是 Banach 空间 X 的 Schauder 基 ,= >a lejen M a, € X*(V n € N), 
儿 不 是 自 反 空间 . 
设 A Rata == [a| X 中 的 闭 凸 集 且 4 > X, W A 是 闭 半空 间 的 交 ， 
W A EW zB X 中 的 闭 目 集 ,mm 一 rr I C A.M z, € A. 
Fp 名 是 白 太 空间 ,x CX, Yu € X*:iu(z,)1 WA. Wm. L sai an. 
Bie) C CAR, W a ue Vr € J;:u,(r)— ulr), 
HE uat C LADO < p< 0), W u, e aclla, | = Fu BH uu. 


-qn 


B) = Shaf È JÒ AC - 2), B, € LCUD),J = [0,1]; 1B, 


HFH | B, -Iil > 1. 


85. 


W 久 ,Y 是 完备 的 ,TE€ LIX, Y), H 
R(T} = Y>R(T*}= NIT) 上 上 ， 民 [了 = X'>R(T)= 1 N(T`). 


. T€ L(X,Y) EERST : Y* — X* 是 等 距 同 构 . 

. CL(X, Y) 对 强 收敛 不 封闭 . 

- Ë T€ CL(X, Y), Y SGS MM TAFEA X 的 完备 化 上 的 紧 线 性 算 子 . 

RA = to) 如 2.2.20i), 则 AE CL(/),1 < p < eo. 

. 没 氏 (如 2.2.300), 工 是 以 下 为 核 的 积分 算 子 , 则 TE CLLH < p < oo). 


第 三 童 ” 谱 论 初步 


从 线性 代数 知道 ,矩阵 理论 的 最 精采 且 最 有 价值 的 部 分 无 疑 是 特征 值 理 论 及 
其 种 种 推论 .利用 特征 值 概念 能 解决 以 下 问题 : 

(A) 将 矩阵 化 成 某 种 标准 形 ,并 将 矩阵 按 标 准 形 分 类 ; 

(B) RERE E ATREA; 

(C) 求 得 矩阵 的 一 定 分 解 , 并 由 之 得 出 空间 的 相应 分 解 ; 

(D) 求 得 二 次 型 的 标准 形 并 按 标 准 形 进行 分 类 . 

些 求 这 一 团 都 能 在 Banach 空间 中 实现 ,不 免 期 望 太 高 .但 值得 庆幸 的 是 ,与 
年 阵 特 征 值 概念 相对 应 ,在 Banach 空间 中 展开 了 一 个 高 度 类 似 的 理论 , 它 就 是 线 
性 算 子 的 谱 理 论 . 算 子 谱 论 迄 今 仍 然 是 谤 函 分 析 中 最 优美 的 部 分 , 它 的 内 容 异 常 
于 高 ,本 章 的 介绍 不 过 是 人 门 而 已 . 

A rh X 总 记 一 个 给 定 的 复 Banach #0, H X 101 .不 过 ,本 章 的 某 些 结果 
外 下 用 于 实 Banach 空间 ,这 种 情况 读者 可 自行 判断 . 其 次 ,本 章 也 常用 到 复 平面 
LAA: D, ta) = AC C:lA -a I< rl ,D (a) = D(A)(a € C,r >0). 


93.1 有 界线 性 算 于 的 谱 


引 论 中 已 提 到 本 章 明显 的 线性 代数 背景 ,因此 以 关于 工 (X) 的 一 个 代数 讨论 
起 步 是 很 自然 的 .我 们 将 处 处 以 工 (C" 六 = C) 作为 引导 思路 的 模型 . 如 同 在 
C" "中 有 滋 法 运算 一 样 ,二 4X) 中 亦 有 一 种 自然 的 “乘法 ” 运算 , 即 线性 算 子 的 复 
合 ; YT,S E L(X), W 

(TS)z = T(Sr) (WV x € X) (1) 
定义 一 个 多 上 的 线性 算 子 TS. 由 
ITSr|l < | T| Sel = TIESI izl 

得 TS € L(X), B. 


ITS < TI HSH. (2) 
今后 将 称 如 上 的 TS 为 了 与 3S 的 和 腿 积 .如 此 定义 的 算 子 乘法 具有 如 同 矩 阵 乘法 一 
般 的 性 质 { 以 下 展 ,S,TETIX)a € C): 
(U 结合 律 :(RS)}T = RAST; ARRE T (a > 0) 有 确定 意义 . 
Gi) 联系 数 乘 的 结合 律 :e(TS) = (aT)S = T(aS). 
(úi) 对 加 法 的 分 配 律 : 
T(R+S)= TR+ TS, (R+S)T = RT + ST. 


53.1 有 界线 性 算 子 的 庶 - 101 + 


[iv) WRT I pitani ou: TI = IT = T. 

(v) EEE: T : 和 -和 是 拓扑 同 构 后 存在 SEELIX) ,使 TS = ST = I, 
这 样 的 S 是 唯一 的 , 称 为 的 道 , 记 作 人 1, 并 称 代 为 可 逆 算 子 (本 章 中 * 可 赣 " 一 
词 都 在 这 个 意义 上 使 用 )@. 约 定 GL)X) 记 工 (X) 中 可 逆 算 子 之 全 体 . 

(vi) Æ T.S € GL(X), 则 TS € GL(X), H 

(TS)! = SITI, (T92 = (T ty, 

但 须 注意 , 算 子 乘法 并 不 满足 交换 律 , 在 作 算 子 运算 时 务必 小 心 . 车 
T,S€ L(X),TS = ST, 刚 说 了 与 S 可 换 . 两 算 子 可 换 是 很 不 寻常 的 事 . 

于 是 ,L(X) 成 为 具有 线性 运算 与 乘法 运算 的 系统 ,通常 称 之 为 算 子 代数 . 两 
种 运算 相 结合 ,使 得 在 工 (X) 中 有 和 多项式 概念 : 


P(T) = >a = al + aT tee + a, T" (3) 
;=0 


MERKT T € L(X) BJ n KEAK, H rila, CC, a, 天 0, 约 定 T0 = LURA 


来 说 ,更 有 意义 的 是 ,结合 LX) 中 的 代数 运算 与 极限 运算 ,导致 算 子 圭 级 数 概 
念 ; 


FT) = DoT = aal+ aT + +a T" + =, (4) 
=ü 


SEERORR NTRA FEKAS. 本章 中 , 算 子 级 教 的 收敛 总 理 
解 为 依 算 子 范 数 收 伍 . 级 数 (4) 的 收 全 条 件 将 在 本 节 稍 后 给 出 . 一个 容易 看 出 的 充 
分 条 件 是 : 若 通常 震级 数 


oo 


FA) = Zaad" (5) 
ARZE R W | T| < R 时 级 数 (4) RAELE, HDR 
IT | < [T| a = 1,22, (6) 


于 是 当 T| < RHR ARA: 
D lla | <> |e,| E TI" œ, 
3.1.1 引 理 S T € LX), m 


(T-T)! = > T", (7) 
FS R n sut 3 ra App. | T| < 工时 (7) 必 有 成 立 ， 
iF EO) 右 端 级 数 收 敛 ,以 S 记 其 和 , 则 
(I— T)S= S - TS 


0 若 工 < 工 (是 单 射 , 则 有 定义 于 R(T) ERPAT T'l.R(T)— X. H k ript 
用 TAS” i, RIE R(T) = X. 
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—ə .=<s _—n —- — 


_ ` T" STT S 
m =l 


了 二 站 
WASU- T) = 了 ,内 此 S (I- T)! 2 | 下 <1 则 级 数 >， 了 绝对 收敛 ， 
m pir SY. [| 
j tat (T) 止 是 展开 式 
Ti Xdal< 
的 排 广 .不 妨 斌 称 (7) R (I — T) ' 的 二 项 式 级 数 . 
对 于 A EEA EC 熟知 以 下 甘 系 成 立 : 
À EA 的 特征 值 全 detfaf — A) = 0 
SNA- A)= i0| 
SAt AAE, 
AIEN H EA FE x. 
3.1.2 ÆX Ü TE L(X). 
(i) AA € CA- T Anfjiy MEA AT ERG. U o T) i TERREA 
体 , 称 它 为 T HI, PR 


r UT) — sup lal (8) 
H TWEE. 
(ü) 令 p(T) = C\ol T) EpoT) 称 为 了 的 正则 值 , 称 
RO ,T)= (A —- T) QET) (9) 


为 预 解 式 . 当 不 致 误解 时 ,也 将 RCA,T) 写作 ROA) 或 RR). 

(ii # À € CFE > Z 08 Tr = ar( 守 xz € NOL TT)), 风 称 X 为 工 的 
特征 值 ,并 称 x 为 工 关于 4 的 特征 向 量 , 称 NO - T) 为 工 关于 特征 值 x 的 特征 
了 于 空间 .以 esfT) 记 了 的 特征 值 之 全 体 , 称 它 为 了 的 点 谱 ， 

N a € ol TSNOI - T) Æ [0A] 一 了 不 可 道 , 故 go,(T) Co(T). 当 
dimX < æ ff a,(T) = ofT). 若 dimX = œ, Mo T) 可 能 是 cfT) 的 真子 集 ， 
下 而 就 是 一 个 例子 . 

3.1.3 例 RT: F> P EY F: 

Tr = (0 rt), <£ = (x,) € /#°. 
PRA | Tri - < l AE TE LG) B TEH, NW À = 0 KE T Ë 
特征 值 . 另 一 方面 , 因 T 不 是 满 射 , 从 而 不 可 道 , 故 1 = 0 是 个 的 谱 值 . 

AER 一 个 信号 :Banach 空间 中 的 算 子 谱 论 并 不 是 矩阵 特征 值 亚 论 的 完全 推广 ! 

对 于 AAE€ Cc ,原则 上 我 们 能 计算 出 A 的 全 部 特征 值 ( 它 至 多 个) 对 于 一 
BHI T € LtX), 没 有 任何 计算 滴 值 的 一 般 方法 ,我 们 甚至 不 知道 ,so{ 芽 ) 是 有 限 
集 还 是 无 限 集 . 因 此 ,关于 o T) 特性 的 任何 一 般 性 结论 均 属 可 贵 . 以 下 定理 则 有 
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aS AKSA E. 
3.1.4 Gelfand 定理 ITE L(X),M| | (T) EEF SE, HE VEERA 
式 ; 


r UT) = lim i T'A. (10) 


TEENEI K r S kA Buba) , 似 应 移 估 章 末 .但 证 明 中 了 包含 了 一 些 极 
定局 发 性 的 方法 ,这 号 不 能 割爱 了 了， 
证 ”为 使 证 明 的 思路 更 内 条 理性 ,分 几 个 步骤 进行 .不 妨 设 丁 关 0. 当 本 = 人 0 
村 ,必然 有 (T) = 101. 
上 aklim" T” || lm = nf || T ji 12 e 9. 58 
B= lml T |, 
因此 只 要 证 
p> iml T" || 1. 
为 此 ,区 只 要 证 
im TE sS T, 2 (11) 
取 定 m C N. V n € N, 有 分 解 #n = pm + q ,Fuli p.q € Z, ,0 =< q < m. ER 
应 用 不 等 式 (6) 得 : 
F T| I Tem 1 =< | Tm 21 TH, 
于 是 
lim || T” |! lim || T” | 2 T2 
— lim | D" | pri pm+g) " | T | (m 
这 表 朋 水 等 式 (11) 成 立 . 
2° 证 =(T) < 8. 央 第 级 数 >, | T" | a” 的 收敛 半径 为 
lim || Te || -ta = 1⁄8 
( 收 敏 半径 计算 会 式 见 于 任何 数学 分 析 教 称 ) , 故 当 | 41> 8 Hh, 


L= "j 


R&D TA” (12) 


M =f} 


A H aha. TEH 3.1.14 
R -A-A T) = (A1— T) !, 
PITA € o( T). [W A € l T)=> IAIA B >. (T) < 8. 
VW eT) ANE. RE Aa € pT), Z Ro = Rn T)hR = R(À,T) 
( 依 (9)). H 3.1.1, 1 à- À a 1< 1⁄| Ral A}, 
AL- T - (À — A)I + Ro! = Ro'![I — (As ~ A)R6] (13) 
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地 ,因此 4 € oT). ik ol T) 为 开 集 . 其 次 ,结合 (7),(13) 得 
Ri — [F - (ào A)R) Ro 


= XA- AYRI". (14) 
T Ü 


4° E Ga (T) Z @ RW EE M:o(T) = Ø, T k R, = ROA, T) 对 每 个 
AE CHEX. ILA rE X, u € X* TES EG 8 
FA) = uthRr) (A €C C). (15) 
仁 给 A 和 EC, 利用 式 (14) 依 第 3 段 记 导 ) 得 


FOA) — Xu (RE) Ao =A)”. 
PI FCA) 处 处 解析 , 因 庙 是 一 个 整 呈 数 ， 当 |4| > 8B 时 ,结合 (12)(15) 有 
f(a) = De (16) 


这 表明 六 ce) = 0. 于 是 由 Liouville 定理 有 FA) 圭 0; 由 u.r 的 任意 性 得 F. = Ü 
(EF 2.5.4), 这 与 R, AF. 

RL ~ 中 得 cf) 为 非 空 紧 集 ， 

5 证 直下 之 的 从 而 天 CT) = 下 .只 需 证 ,对 任 给 的 ae > r, (T), B< a f 
ia € X. r EX RO) ROS, W (A) E| A! > r, T) 内 解析 , 因 面 其 
Laurent 级 数 (16) 在 4 = a 和 时 绝对 收 合 ,于 是 

supl u (a Pr) < °. (17) 
因 zr,a 是 任 取 的 ,利用 2.3.6 与 2.5.9, 从 (17) 推出 
sup la nT" || < °. 
mz S a. [ 

3.1.4 上 断定 o T) EIER RKE, ,固然 是 很 基本 的 ,但 不 算是 很 精细 的 结论 . 实 
际 上 上 ,有 有 例子 指出 (见习 题 9) :任何 非 空 紧 集 o C C 都 是 某 个 有 界线 性 算 子 的 谱 ! 
3.1.4 中 其 下 惊人 的 结论 是 谱 半 径 公 式 (10) ,如 此 准确 的 定量 关系 在 泛 阐 分 析 中 
REEN. REBRA, sT) 与 和 中 等 价 范 数 的 选择 无 关 , 而 (10) 式 右 端 似乎 依 
Bi TERETE, M E RHO) REZE. 

HCO) AIHE H — AR RAE: 

r (T)< H TI. (18) 
(18) 用 起 来 很 简 使 , 只 是 过 于 粗 暗 ;有 例子 志明 , 即使 | T| 很 大 , 亦 有 可 能 
IT) - 0 WAA 12). 
Gelfand 定理 应 用 极 广 ,以 下 简单 应 用 立即 显示 出 它 的 价值 . 
3.1.5 定理 。 设备 级 数 》) a, A" BPAP R.T C LX). 
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(i) # r,CT) < R, WAH S aT" Aka. 
(ü) # rT) > RWA S To T" 发 散 . 
证 (D 对 正 项 级 数 >，|| < T" | 运用 熟知 的 Cauchy 判别 法 : 


lim || a, T" || = Tim] a, |!” Jim || T" | 1 


r (T) 
= TR S1, (19) 


可 见 > aT" | 收敛 ， 
(ü) # 2 oT a, Mlm | a, T" | = 0, 因 此 
sup || a, T" || £ M < œ. 
于 是 (用 (19) 中 的 式 子 ) 


= lim]| as limM!" < 1, 


即 (DSR AIE, =, (T) > R 时 级 数 》>, aT 不 能 收敛 口 

RRT (T) = R 的 情况 {这 意味 着 在 圆周 | | = R 上 存在 工 的 谱 值 ) 
以 外 ,3.1.5 完 全 解决 了 算 子 震级 数 的 收 倒 判别 阿 题 .车 r T) = R, WAAR 
级 数 的 情况 就 知道 , > a, T" 始 可 能 收 伍 ,也 可 能 发 散 . 


$3.2 TAX 


上 节 式 (4) 所 定义 的 护卫 ) ,实际 上 可 看 作 以 工 为 自 变量 的 算 子 函 数 , 它 是 复 
解析 函数 f(4) = > la A" 的 某 种 扩张 . 本 忆 将 通过 稍 不 同 的 途径 来 讨论 这 类 算 
子 田 煞 . 我 们 将 着 重 强调 展开 理论 所 循 的 思路 , 而 不 手 泥 于 某 些 推 导 风 节 . 特别 ， 
对 于 本 节 用 到 的 算 子 值 函 数 的 积分 , 仅 给 出 一 个 很 简略 的 描述 ;熟悉 复 分 析 的 读 
者 不 难 和 白 行 补足 有 关 的 细节 . 

利用 3.1.5, 可 得 出 用 早 级 数 定义 算 子 函数 的 如 于 规则 : 设 ZOA) 是 图 
D, Qo =la € C: |A —A6| < ri 内 的 复 解 析 函 数 , 则 CA) 在 DO 内 有 
Taylor 展 开 式 : 


A = 六 人 oa 19". (D 
TE, AO) 可 扩张 为 集 1T € L(X) : UT) C D. Oo)! 内 的 算 子 中 数 

AD = S Ear an, (2) 
EDIPO ERRO FOT) 的 Taylor 级 数 表示 . PIAN MANIRE 
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m . n—l yn 
In(l1 +A) 一 >; CI à C DI (0) 
nl 
[TK E X FiT € L(X): (T) Z DH: AR ATHAR 


° „o 
lni + T) 一 ` CUT 


ADU ka LIT RERA e! EARBA sn T 52 AE UP ITU 5 
调包 伏地 元 成 从 复 解 析 关 数 到 算 子 解析 尊 数 的 过 渡 . 

这 实在 是 很 引 人 的 .不 过 ,我 们 立即 会 发 现 以 下 问题 : 

(A) Taylor 级 数 仪 能 皮 达 图 域内 的 解析 函数 . 对 什 意 开 集 口 CC 内 的 解析 明 
数 ODARE I (T)C D BS T E LOX), MAE AT)? 

(Ú) ATAR fO T) 真正 类 似 于 其 原型 O) 吗 ? 如 果 不 能 使 用 恒等式 

ec 上- I, etn -+ T, 

我 们 能 将 e 与 ln + T) AHRR AR E e agag? 

(C) Mane AH KKR AT O 

六 而 ,对 这 些 问 题 有 一 个 令 人 充分 满意 的 解答 . 

首先 考虑 任意 复 解 析 函 数 的 扩张 问题 . 取 定 非 空 入 集 0 cC C, H(m yic OQ 
内 复 解析 师 数 之 侍 体 , 令 

Da = ITC L(X): o (T)C ñ. (3) 

AA) € H), T € Da. Ai dí D (AA) C Q, Ü (T)C D,(40), 一 般 无 
法 用 会 式 (2 及 定义 天 工 ) .如果 联想 到 Z( A) 有 如 下 Cauchy 公式 表示 : 


FA) = 区 | SO Q Ade, (4) 
HF LER 内 任 一 围绕 4 的 简单 阔 晶 线 ( 为 行文 简便 ,下 别称 之 为 围 道 , 且 假定 沿 
其 让 站 行进 时 保持 2 所 在 的 区 域 在 左边 ) ,那么 ,我 们 狂想 似乎 应 将 f(T) 定义 为 
(4) 对 有 照 1 

KD = za | AOG- T) ar. (5) 

小 过, 我们 还 得 准备 算 子 值 函数 沿 平面 曲线 积分 的 概 含 -. 
攻 工 是 复 平 而 小 尾 一 可 求 长 曲线 ,T(zr) 是 定义 于 工 上 而 取 值 于 志 (Xy 中 的 
算 子 值 函数 , 则 可 用 通常 的 分割. 求 和 、 取 极限 ”的 方式 定义 T(r) i L 的 积分 ， 
| Tdr = m PITO8)Ar,, (6) 
Hopi E |+ a 顺 次 为 L 上 的 分 点 ， Ths En 分 别 为 L 的 起 点 与 终点 ' š; 是 L L+ 


T AFEN Job AFPCER, AEREA f(4) NS RREAN". 
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Forz í 3 r, 之 间 的 尾 一 点 ,Ar = 1 用 类 似 于 复 分 析 中 的 方法 不 难 证 明 ， 
MAR z -> T(r) 连续 时 ,积分 (46) 必 存 在 . 利用 定义 式 (6) 也 易 推 出 .对 任 给 
uE Xr € X8 


《zj T(e)dr . r) = | Cu, T(r)a)dr. (7) 


3.2.1 定义 MA SA) E HOAKE) 定义 一 个 从 D. B| L ( X) 的 函数 
FET). (5) 中 工 是 吕 内 任 一 围绕 zf(T) 的 围 道 . 称 FT) 为 O) 的 扩张 . 

对 于 以 上 定义 有 上 儿 个 明显 的 疑问 需要 浴 清 . 

1 得 说 明 {5) 中 的 积分 必定 存在 .首先 , 因 (T) 是 开 集 Q KETE, O 内 必 
存在 围绕 a (T) 的 围 道 ( 这 一 事实 的 严格 证 明 比 初 看 起 来 要 繁琐 些 ). 其 次 ,$3. 
1014) 显然 强调 了 R,T) 对 于 4 C ptT) 的 连续 性 ,因此 ,(5) 式 中 的 被 积 函数 
r 一 六 riRfrT) 在 工 上 连续 , 故 积分 存在 . 

2 (5) 右 病 积 分 不 依赖 于 工 的 选择 . 事实 上 , 结合 (5) 与 (7) 知 对 任 给 
a € X" rE X 有 


Cu, f(T} = E| Xu, R(t, T)e)dr. (8) 


在 3.1.4 之 证 中 ,实际 上 已 经 指明 lu, R, Ta) 关于 r Æp T) ARS IEH H 
数 .因此 ,(8) 右 端 之 被 积 活 数 是 Q N I (T) 内 的 解析 函数 . 由 复 分 析 中 的 熟知 结 
论 ,(8) 右 端的 积分 与 路 径 工 的 选择 无 关 . 而 xz E X* ,zx E XRS, 3.5.4 
BIHE FCT) 的 定义 不 依赖 于 工 的 选择 . 

3 3,2,1 jH Taylor 级 数 (2) 定义 AT) 的 方法 相 容 . 事实 上 ,车 olT) C 
D. Ao T A, ARR D (A C Q. L = A €C C:lA - Ao l1= xr|, 则 (2)(5) 丙 
式 表 达 的 SCT) -#; 

去 | /OV - T) dA 


=l, FL — àF + Aof — T] ‘da 


=z, JEANA -- apt B T- bl)", 


ESEL S L Ao 1)" 
>|, fO DSi _ À rd 


J -X |z, a, à T - Aoi)” 


w p 
-5 L Aog - AD", 


it 


其 中 用 到 3.1.5, 
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n) (A) 
fU Ca) = al (À — àp) 


PAT 确 为 O) 的 扩张 .事实 ,显然 有 等 距 骨 人 
C-> L(X),A— Al, (9) 
昌 此 政和 保持 乘积 运算 .因此 ,不 妨 认 为 CCL(X), 且 等 同 4 5A. BOE A € C, 
BM a (AT = 141. 设 工 包 围 点 4%, 则 由 (5) 有 


AD= 未 | AOGE -AD de 
PSl Hr arlr = = fI, 


wr T 
这 正 表 明 OD 与 原来 的 A)R. 
这 样 , 本 和 开头 提出 的 问题 (A) 已 告解 决 . 下 面 是 对 问题 (B) 的 一 个 解答 , 它 
是 本 节 的 中 心 结 果 . 
3.2.2 定理 设 Ag) € HM.) € HRAD C ry, 


z dÀ. 


T € Da. M 
fia) =1>AT) = I; (10) 
J(A)= A—>f(T) = T; (11) 
(f+g)XT)= f. T) + g(T); (12) 
(fg)( T) = f(T)g(T); (13) 
(h> FAT) = h(OfCT)). (14) 


证 结论 (10) 一 (12) 是 很 明显 的 ,只 需 证 (13)(14). 记 RA) = R,T). 
EOD. ARAE L, r 如 图 3 一 1, 则 


图 3-1 
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1 
f(T)g( T)= | ORO) | gl Re)dr 


_ Z| Ada] s(DRCODR(Cc)dc 


_ _ l RA ~ Rkir 
= ia fda] | G) PA dr 
= I, = 了 ， 
其 中 
-_ | RA) 
h= p fa) ele) T~ A 


= | FOIROJ 二 | al) Hydr 


— 去 | ft)g (RY)d (用 Cauchy 公式 ) 
= (Fg) T); 


Rr) 
Í, [raaf e) r dr 


_ dl 
(2ni)? 

_ l1 EA) 

_ a (Rd A 


= Ü. 《用 Cauchy 定理 ) 
这 表明 (13) 成 立 .以 上 演算 中 用 到 一 个 关键 恒等式 中 
RUA)R(r) = RO Rir (15) 
(15) 的 验证 是 直接 的 (请 验证 1}. (15) 订 与 以 下 初等 恒等式 对 照 ， 


1 _ _ l f |1 1 
(A~ ar-a) ` — FE ü 下 
证 (14). 因 co(F(T)) = fts(T) 儿 此 处 提前 应 用 定理 3.2.3, 注 意 3.2.3 之 证 
HARR). WA DTR AGTER 的 紧 子 集 ,因此 可 在 中 取 
一 围绕 a ( f(T)) WEË L ,可 设 L PARAL) L 是 了 tHo (T) 的 围 道 . 
于 是 ， 
ATD) = Ef ALe fCr)] tar 


E |a 


D KA” Hilbert 关系 式 " 或 “ 预 解 式 方程 ”. 
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= | RG DA | Fd 
- tfa FOARA, T}dà (用 Cauchy 公式 ) 
- (h PCE), 
其 中 用 到 
I ADI = hj, SS) 2 s. 
(16) T 


Str- f(T)] = Ïr- f(T)]S = I 
(EF S 3.1) 1017) 2 3E-F(10),013) K 
DL: - fa)]=1 
至 此 ,定理 证 完 
3.2.2 的 意义 在 于 ,车 有 一 个 复 解 忻 哨 数 的 恒等式 
gla) = FAJ ga) e), 


H hira Oea) 等 经 加 法 .乘法 及 复合 构成 , 则 对 于 适当 的 了 E 工 (X) 成 


V. 
eiT) = F(f(T),g( T), ) 
Dk ak HH, u E Set R AAE 3 LH THI BJ f 83. An, MA 
sinf A + cos2À = 1, 
cosà = sn( 5 - à), 


te? = ee = 1, 


elnt 1+a) = 1 + À 
直接 得 上 出 

si” T + eos? T = F, 

cos T 一 sin( Z1 ~ T). 

efe T = eTeT = 


emit+ T) — 了 十 T, 


其 中 T € LX) RE- EK I (T)C D0). ER, ele T = e 


Heel mait, (e! l = e f 
3.2.3 谱 映 射 定 理 ” 设 f(X3) €E H(0),TE Do, 则 
MolT})) = ol ft T))., 
证 ”等 式 (18) 相 当 于 , Ya € C, 有 


T.T < 了 推 


(18) 
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fla) € c(f( T))=>a € o( T); (19) 
a € f(se(T))=>a € ol f(T)). (20) 
现在 分 别 证 之 .首先 设 le) € o (f( T)). S 
plà) = fu) It) 


则 (A) € 万 (8 注意 p ÆA = a 亦 解 析 1). 由 
(a -Alp = fla) — f) 
得 
(al — Tmt T) = fI- fU T), 
故 
(al - T)@(T)R(f(a), fO T)) = I. 
同 理 
I= R(f(a),f(T))e@(T)(a[l — T) 
= e(T)R(f(a), AT) al- T), 
可 见 al - T Pj, Am a € ol T). FES) 得 证 . 
HRE a € flelT)). 令 
gl) = la- f(A)]7, 
M) gA £ (T) LAR. H (T) 是 紧 集 , 故 有 开 集 U, WoT CUCA, W 
gA) € H(U). FE 
g(T) = [ol — FTV}, 
可 见 e € a( 了 TT)). 因 此 (20) 得 证 . Í] 
由 3.2.3 和 直接 推出 ,着 E c (T),BM| a" € a(Tr).#E dimX < œ 的 情况 下 ， 
以 上 绪 果 在 线性 代数 中 是 熟知 的 . 3.2.3 则 将 这 类 结果 推广 到 了 很 一 艇 的 情况 . 
3.2.3 的 证 明 已 经 初步 展示 了 算 子 函数 及 3.2.2 的 应 用 . 进一步 的 应 用 将 在 
后 面 给 出 . 


$3.3 WDE 


由 线性 代数 知道 ,着 dimX = n, T € L(X),T RFX 的 某 个 基 |e;| 的 矩阵 
A 为 对 角 分 块 形 ; 
A = dagl Ap Az, Ah 
则 有 空间 X 的 直 和 和 分解 及 算 子 了 的 相应 分 解 ; 
X= X DX, PD" PBX; 
T= T+ T+ +T,, 
其 中 T,(1 <; 全 7) 看 作 X 上 的 线性 算 子 具有 较 简 单 的 结构 ,因而 上 述 分 解 式 能 
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特别 有 效 地 表现 出 下 的 特性 . 
那么 ,能 千 存 一 般 Banach 空间 中 建立 类 似 结 果 ? 这 一 问题 远 不 简单 .现在 ,不 
身 有 算 阵 这 样 较 有 具体 的 .| 上 有 可 用 ,但 我 们 可 以 借助 于 谱 概 念 与 算 子 函数 .在 上 节 
RECAE, ATAS HARKER E. 
和 首先 讨论 Banach F BPI ÉRASE. 25 2E Banach 空间 下 ,分解 式 
x = Óx, = PLODA, 
E- AMERA H XAUS =< n) E: X FJ B] BEI z € aE, 
r= Dann € X, (1< i= n). (1) 
令 P; = xoti IK(1). Wa ART P; : X — X, REAM X 7j X; 的 投 
影 算 子 ,或 简 移 为 投影 . 直接 看 出 : 
N(P;) =X,» R(P,) = X,, R |X; = IÊ. (2) 
BRT X; 是 闭 子 空间 , 则 称 X =O 1X 为 拓扑 直 和 ， 
3.3.1 命题 (ü HAX =(pr. X; EMAA S 每 个 P, 连续 . 
GD P X =P. X, EMI AM, T, : X, — X, 是 线性 算 子 ， 
Tr = 2 T; zi, z, = P,a (1 = ;= n). (3) 
Jj TELST € L(X,), TES AA T; if B EN X, 是 工 的 不 变 
子 室 间 , 即 TX. C X (1=<:; < n); TI X, = T. 
与 空间 的 分 解 式 相 呼应 ,条 件 (3) 界定 出 算 子 T 的 分 解 式 
T =T; = T] 中 T, D: B T,- 
证 G) # X -=P 是 拓扑 直 和 , 则 每 个 X, 是 Banach 空间 ,从 而 积 空间 
J: X, 是 Banach 空间 (参考 上 章 题 17) ,映射 
[I x — x, (risto )》 > Dr; 
PR EERDE. HMAT E2.3.2), WE 
X — [x., x > (Pizy, P, x) 
连续 ,这 推出 每 个 投影 P, 连续 . 
反之 , 若 每 个 P; 连续 , 则 X = N( > P.,)(1=< ; < n) E: X BytH Ts [B], N 
此 X = PiX; 是 拓扑 直 和 . 


”此 处 了 记 X, 上 的 单位 算 子 .不 同 空间 上 的 单位 算 子 , 皆 用 同一 个 记号 了, 一般 并 无 混淆 
之 席 . 若 要 强调 区 别 , 可 将 X 上 的 单位 算 子 写作 fx - 
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GD AN: X; > X ii ABR8, BB Ja; = x(x € X) WRR; € LX, X). 
(3) 表明 
T = WTP,T = PT], (<<: < n). (4) 
H(4)B8 Efe T € LXS br T, € LX). HK, ER TEH c 每 个 
T : X. — X, ER, Am T n[| e A T; H|. hG) ARRE, 4 xz € X, ht, 
Tr = Tir € X W X, 是 T 的 不 变 子 空间 . = 
下 面 是 本 节 的 中 心 结 果 . 
3.3.2 谱 分 解 定理 Q T € L(X), c (T) Uro,n 空 2,5; 是 互 不 相交 的 
非 空 闭 集 , 则 存在 X 的 拓扑 直 和 分 解 及 了 工 的 相应 分 解 ; 
X= X D X, D: Q X, ; (5) 
T= T, T, --. GO T., (6) 
使 得 T, € L(X,), s (T,) = s (1= = n). 
证 ” 取 充 分 小 的 e > 0, 令 
Q, = IA CE C:d(A,s;) Ke) (1=< i= n), 
使 得 OQ, 所 不 相交 (此 种  Z2FfES B 2.6.42Z1F). Q = U n.,WNJ G E— Ji, 
oT) C R.A f, 1, Zt. M) f € H). S P, = ALT), A = TP,, 
X, = PXT = A, ! X; :Xi 万, 今 验 证 X;, Ti(1 志 1 所 nn) 即 合 于 定理 要 求 . 
1° 验证 (5). 首 先 利 用 3.2.2, 从 恒等式 
FAN) 一 BO) MA) = RAR, DA) 一 1 (¿€ Q) 
得 出 
PP; = ë;P,, TP, = PiT, 2;P, = I; (7) 
特别 地 , P? = P.(1< i < n). H IP, = [I Kx; = PX 得 
X = IX = DPX= > X,. 
£ 
r = 2 zi, z; = Pu; € X, (1=< ;= n), (8) 
则 
Px = > P.P.y, = Py; = x;, 
这 表明 分 解 式 (8) 具 唯一 形式 : x = D Piz ,因而 直 和 分 解 (5) 成 立 , 且 P, 就 是 从 
XIX 的 投影 . 因 P.(1 < i < n) HEZ, AOG) 是 拓扑 直 和 (3.3.1). 


2° 验证 (6). A T, 的 定义 知 有 TT € LXi: < n). V< € x, S 
z, = P,z , 则 用 (7}) 得 
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Tr= > Tr, = > TP2 


_ X AP,z = > Tr,. 
对 照 (3) ,看 出 分 解 式 (6) 成 立 ， 
3° EiT) = gf < i= n). PHE ot T.) = or, PI n = AEM 
o2 U) = U z, “E a:). AR Ag E cí, > 
pa) = HAX Oo- å), 
H| pa) € HEO). H 3.2.2 8 
P; = (ol - Tw T) = e@(T)(àÀ - T); (9) 
pf(T) = P,e(T), @(T)X C X. (10) 
RẸ B= e(T)| X, : X; XI 用 (10)), 则 由 (9) 有 
I — P| X; = Oal- TƏB = B(àÀol — T>), 
AJH, 2o € oC T). RAE Ao € 2( T). E, Aol -Ti 5 Aol- T HTA, TH 
al- T = olo TOO Oal - T.) 
api ((3.3.1)(06)),15 Ag € o Cal T) EFE. AE oC a (T). 
反之 , 若 Ao € of Ti), WÈ àg €C o(T)(Ħ 3.3.16), AI Ag C ol, 否则 
ào € o2, 依 上 段 所 证 将 得 io E o TORM (T CC o BE (T) = o. 
L] 
将 3.3.2 用 到 以 下 特殊 情况 :dimX = n, ol T) = ArAnA ,A; 互 不 相 
i. R a = AIAS r < n) 得 到 分 解 式 (5),(6), 其 中 每 个 处 是 久 的 1 维 子 空 
间 ; 而 
Tar, = Axa EE X, (lin), 
即 每 个 T, €X, 上 的 相似 变换 . 所 得 的 分 解 就 是 了 的 对 角 分 解 ; 若 0 关 6 € X. 
(= = n), M T ETEen el 的 官 阵 正 是 对 角形 
diag | A ,A2, Ant. 
这 些 结论 在 线性 代数 中 是 熟知 的 ， 
至 于 在 一 般 的 Banach 空间 中 应 用 3.3.2, 首先 应 取 定 一 个 适当 的 " 谱 分 
解 “c( 了 ) = Uo,. 这 种 分 解 可 能 根本 不 存在 , 因 (T) 可 以 是 一 个 连通 集 (参看 题 
9)! 在 这 种 分 解 存在 的 情况 下 ,也 只 有 某 些 适当 选 定 的 分 解 才 导 致 有 意义 的 结果 . 
内 此 , 蝇 无 疑问 ,3.3.2 的 有 效应 用 远 不 是 一 个 简单 的 问题 . 
不 过 ,我们 还 是 可 以 举 出 并 不 十 分 复杂 而 又 很 有 趣 的 例子 . 
3.3.3% 考虑 Banach 空间 入 中 的 线性 微分 方程 


dz _ 
了 Az, (11) 
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其 中 A € L(X) 是 给 定 的 . 任 给 所 X, 


a 


— Äi — r n... 
rlt) = ex = 2 i Ax, 


n _ Ü 


W 


r- SCD 
RN, cU) ESEL KA, CREIER z(0) = xiti £ —= + co 时 解 
zhi) 的 浙 近 状态 , 足 微 分 方程 理论 的 重要 课题 .对 于 方程 {11) ,此 问题 的 解答 强 
列 地 依赖 于 A 的 谱 性 质 . 
假定 lA) = o, U ouae, BTF H 
g, = lÀ € otA): Rea < Üi; 
c, = lÀ C o(A): Rea > 01, 
则 a,,o 是 闭 集 (何故 ?) .由 3.3.2, 有 分 解 
X = X, PX; (12) 
A = A, BA, (13) 
其 中 A € L(X),A, € L(X,),a(A,) = 0,0(A) = a,. T = eA, T, = eh, 
T, = e "由 指数 函数 的 性 质 , 了 ,Ti ,T AIA X, X X, 上 的 可 道 算 子 , H 
a(T,) = let: A € s.l, o (T,) = je :AE€ s.l. 3) 诱导 出 分 解 
T = T, @ T,,. (14) 
为 讨论 lim ex ,考虑 以 下 诸 步 又 . 
1 EX EEL it. A o,,o WARR, AE o > 0, 使 得 
PAsuplReA : à Eg} <- pi 
inf (Red : À € cz, >p. 
任 给 x EX ATHE: SBBA xz = r, + zx, 时 ,必定 zx € X.,,z, € X.S 
定义 


Ar = Arlt), 


|z] = $e" || Tix Í|; 
n =Ü 


|z. |= Ser | To"z |l; (15) 
r= 
|z]= maxi | x|, | zul}. 
H (15) 8 138 h 
|=. | < |=, |< 2;e= Tz,l; (16) 
w = (J 


al < hels Der I TI hz l. (17) 
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VA C oe, 月 | 人 = eA < ee < e r lk = (T )=< e. TEH 3.1.4 8 
imie || TIIA = er T,) 
= entë < 1. 
由 关于 焉 项 级 数 的 Cauchy 判别 法 , 式 (16) Aime kau ak. 同 理 , 式 (17) 8302 
RAMA. FERGUS — (17) 看 出 | x 1 是 等 价 于 | x 的 范 数 . 
2 建立 不 等 式 


[Fagered], 


(18) 
(19) 


| T7 tr, =e | xÍ; 


| Tora |> e | zal. 


1 _ 
WIW er?|z, ` 


+ P. BM015)48 
Tal = Slew] Tz | 
n = 


=> 
= e e> em || Tr, || 
n-l] 
= e °| riti 
| Tyle, | æ] TT, tr, 


这 得 出 (18). 擒 似 地 ,可 验 明 (19). 
3° 求 lim | ex, I| JE z. € X Pr n =<: < n + 1, 


= | TAg | 


= e°] =, 


[ex., | -= | ez, 
=< e |e Dg | 
< e "P | på, U m) r, | 


= Me™, 
其 中 M = sup ez .这 种 得 出 im | = 0. 类 似 地 ,用 (18) 推出 


eA, | 2 e De [Atta], 


因此 当 >, 0 时 有 lim | ez,| = mo. 由 范 数 的 等 价 性 ,得 到 


(用 (18)) 
(重复 用 (18)) 


lim | ex, | = 0; 
(20) 
lim jeux | =o (r, £0). 
4 同 理 , 由 不 等 式 (19) 推 出 
lim ler. | = (x, = 0); 
| (21) 
lim I e~z, i] = 0. 


综合 (20) 与 (21) ,看 出 方程 (11) 的 解 的 轨道 形态 有 如 图 3-2, x = 0 是 一 个 
“鞍点 ”. 这 一 结果 对 于 无 限 维 动力 系统 的 研究 是 基本 的 . 
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93.4 REER TAI 


在 $2.9 中 我 们 已 经 提 到 , 紧 线 性 算 子 很 楼 这 于 有 限 维 空间 上 的 线性 算 子 . 
因此 ,我 们 自然 期 望 , 紧 线 性 算 子 的 谱 理 论 更 类 似 于 和 矩阵 的 特征 秆 理 论 . 本 节 将 充 
分 地 证 实 这 一 点 ,最 主要 的 结论 是 : 紧 线 性 算 子 的 非 零 谱 值 皆 为 特征 值 , 昌 具 有 限 
维 的 特征 子 空间 . 与 此 相关 前 一 系列 深刻 结论 由 Riesz(1918) 与 Schauder(1930) 得 
到 , 因 之 传统 上 称 为 Riesz-Schauder 理论 , 它 是 沁 隙 分析 中 最 激动 人 心 的 成 果 之 一 . 

PRE TE CLX), S$ T 20. T, = AI —- T, FET = AI —- T * 
(à € C). 在 给 出 Riesz-Schauder 理论 之 前 , 先 建立 苦于 预备 结果 , 其 中 3.4.1 与 
3.4.3 是 关键 性 的 . 

34.15 jP T € CL(X), a 0,0) R( T, ) 是 闭 的 . 

证 ”不妨 设 4 = KEMA 人 取代 了 T). 设 1，| CX, Tiz, = rln 0), 
要 证 x € R(TI). 分 两 种 情况 考虑 . 

1 说 | zx,} 有 和 界 , 则 由 个 的 紧 性 不 妨 设 Tx, — y € X(n — œ), FE 

t= inry = limT (Tı + Tir, 
= Tillimt Tiz, + Tz,)] 
= Titx + y) € R(T). 
r ilal 无 界 .可 设 z, E NUTU( 在 有 子 列 i ra | C N(Ti ),M> = 0 € 


R(T) D, Ritad, 全 q(z, NT > 0.12 y, € N(TI), 和 使 


dp Z |a, y | < (1+ xn dp, n= 1 2 (1) 
Bid GA, Wir, 一 yi 有 界 ,而 Tir, = T (x, -— y). lJ r, — y, Bikar, 应 
HÈ 1 段 所 证 得 .r E RCT). Ald) AR. MAIE d, 一 co S 
z, = (z, — y.) f |z, x l. 
HD 48 T z, 一 0; 个 妨 没 Tz, 一 z, TE 
Tiz = limf; Te, = limTTiz, = 0, 
WJ x € MT) RATATA) 得 
dp | z, - (y, + |z, — y, | z)| 
= Í z, — ya il H z,- z |l 
Stad, l enl, 


HE d LS Utan ')| z — el- A-A, n = (T, + T)<=, — z, 得 出 矛 


后 ,可见 |1a,| 无 界 的 情况 不 会 出 现 . [| 
3.4.2 5318 B T€ CL(X),N, = NCI), W 
N, C N. C +: C N, C; (2) 
县 (2) 中 必 有 基 个 包含 为 等 式 . 


证 ”直接 由 TUIN, = TITIN, = 10i 得 出 
CN n = 1,2,. 
车 以 上 包含 全 为 真 包含 , 则 由 Riesz 3 引 理 (1.5.7) 有 x, € N, ,使 得 
|z, = l.d(z=,.N,- A) 2122, n= 2,3,.., 
frn >m, 
TKT zx, + Tra) = Tiz, + TT ly, = (í), 
B Tir, + Tra EN 于 是 


| Tz, — Tan = ær (Tiz, + Tz,) d 
= dlr N, ) 2 1⁄2(n > m), 
这 与 T>, 含 收敛 子 列 相 了 矛盾 .因此 人 2) 中 必 有 其 个 包含 是 等 式 . L|] 


3.4.3 引 理 i$ T € CL(X), à = 0, 
R(T,) = XƏSN(T,) = 1014 € p(T). 
证 ”不妨 设 4 = 1, 且 仍 记 N, = N(Ti). RARU RCT) = XƏSN, = 10}. 
BAR R(T) = X. ñ Ni Z t0 WA 0 > x € N.H RT) = X, iR 
xi €E Xr = Tri 进而 又 有 = = Tines, = TIr 1 这 就 得 到 
0 z = Tiri = Tie = < = Tir, = `"; 
Tiz, £0, Ti a, = Tiz =Ü (n = 1,2,:-:). 
这 表明 r, € N, N N,(n = 1,2,…), 因 而 (2) 中 所 有 包含 为 真 包 含 ,这 与 3.4.2 
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HFE. RE Ni = i0). 

ZE Nj = [0M] T, 是 单 射 , 因 R(T,) 是 闭 的 (3.4.D, 故 TTI:R(TI) — X 
有 界 (2.3.3) ,因而 由 2.8.5 有 有 RCTI) = X .将 证 明 的 前 半 部 分 用 到 紧 算 子 T (S8 
2.9.7) 得 出 NCTE) = 提 | ;然后 用 2.8.4 得 

R(T) = R(T) = L N(Tt ) = X. = 

下 面 这 个 引 理 是 纯 代 数 忻 质 的 , 它 用 于 3.4.5 之 证 明 . 

3.4.4 引 理 设 TEL(X),A(1 ; < n) E: T ËJ R FE SFO REESE O >= xr; € 
NAJT- T); Mjr rier) 线性 无 天. 

证 HBA, rora 1 线性 盛 关 . 若 


z Naz = 0. (3) 
m i 
r l 
Ad- T)z = Xan- A)r, = 0, 
这 推出 a lAn -AD = (12; < an), M e = - = x, | = 二 0, 以 此 代入 式 (3) 后 
fq a, = 0. RE friar) 线性 无 关 . = 


下 面 纵 出 本 节 的 主要 结果 3.4.5 一 3.4.8, 它 们 统称 为 Riesz-Schauder 理论 人 0. 
第 一 个 定理 阐明 了 紧 线 性 算 子 谱 的 特殊 性 质 . 
3.4.5 定理 设 工 ECLIX), 则 afT) 是 无 非 零 聚 点 的 可 数 集 ; 当 0 关 和 所 
otT) 时 AE o,(T),dimN(T,) < 0; 着 dmX = se ,WJ 0 € ¿(T). 
证 ”证明 分 以 下 三 步 进 行 . 
P 2023 € s(T),W RH 3.4.384 N(T,)Z i0 EEA € tT). AiE 
于 空间 NCT) 中 的 单位 球 
BON N(T.)= [z € B,(0) : àz = Tr} 
= iz € B0): z = T(x ZÀ)! 
C TB,(0),r = 1⁄|])|, 
而 TB, (0) 相对 紧 ( 参 看 $2.9), i dimN( T.) < so(1.5.8). 
2 A E (T). KIA, I Caf(T) ,使 一 A, a A, APERE 
Àn Æ Ofn = 1,2,2. S T, = àd- T, R 0= z, € N(T.)Xn = 1,2,…), 则 
iz, | 线性 无 关 (3.4.4). 令 X, = span| 1 ,52,… . z, 1 Wh Riesz 3181.5.) 有 
y, € X, ,使 得 


D ERRARE Riesz-Schauder 理论 综合 在 一 个 大 定理 中 ,这 有 利于 总 观 其 全 
艇 ,但 对 初学 者 索 必 相宜 . 
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| Ya | _ l.d(y,, X, 1) = 1⁄2, tI = 2, e. 
令 Ma T > an 0) 好 > Fl 时 和 有 
n-i mi 
T, + TYm — 22 an (À, = A) t 27 a A € Nat 
"1 1=1 


| Ty, - Ty, = |a |x, Aa (Ty + Tym) ll 
ZA. |d(y, Xa) Z |x, 1⁄2. 
WI Ty, War 3] RO A, — 0. RUE (T) 无 非 零 聚 点 .这 又 推出 ,Ya € N, 
JA € o e(T): 1⁄2 < |A 1 n: 

是 有 限 集 ,因此 a (T) 是 可 数 集 . 

3° dimX -co, 则 由 2.9.5 刊 工 不 可 赣 , 因 此 0 和 olT). [| 

以 下 隔 个 定理 涉及 紧 线 性 算 子 的 特征 子 空 间 太 其 维 数 ,它们 是 矩阵 理论 中 熟 
MÉR EHE. 

3.4.6 定理 iR T C CL(X),02 A Eol T), NHE r > 1,18548 


NTO C NCTC C N(T;) = N(T)(k > +); (4) 
RODD RTD D- -DR = R(TtX(£ > +); (5) 
X- N(T.) P RIY) R l), (6) 


(MSRK & EARRA, B dim N( TX) < œ. 
3.4.7 定理 j T C UCL(X),0 22 A € o( T), 
dimN( T,) — dim( TZ ). (7) 
fr A ea M| N(T) C N(T; ). 
TEH 3.4.6 ~ 3.4.8 的 证 明 较 长 , 放 在 S 3.7 中. 
类 比 于 年 阵 理 论 ,(4) 中 的 NTO 称 为 工 关 于 特征 值 的 根子 空间 , je S 
X, ,可 将 它 志 为 不 旺 售 > 的 形式 : 


X, = UNC t). 
dim (Ti) 与 dimN( T) 分 别 相 当 于 线性 代数 中 特征 值 的 “几何 重 数 ” 与 “代数 
#0= À CCO,yC X,o € X" 则 以 下 四 个 方程 


àx - Tr = y, (8) 
hr — Tr =0, (9) 
Au - Tu =u, (10) 
àu — T "u =0 (11) 


之 加 存在 极 具 规则 性 的 联系 ,这 种 联系 最 切 由 Fredholm 在 赋 究 线 性 积分 方程 时 
发 现 (1903) ,后 来 由 Riesz 提炼 成 -个 抽象 理论 (1918) ,主要 结论 综合 在 以 下 定理 
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th. 

3.4.8 定理 ITE CLX), 天 0, 则 以 下 结论 成 立 : 

(u 方程 (8) 有 解 r E€ XSH TLD 的 任 诈 解 w € X* 有 wly) = 0; 因 此 ， 
若 (11) 公有 零 解 , 则 对 任何 y € X 方程 (8) BEAR. 

GD 方程 (10) 有 解 u € X S AAE) 的 任何 解 E€ XA olr) = 0; 因 
EAO 仅 有 等 解 , 则 对 任何 o C€ X 方程 (10) 亿 有 解 . 

Gii) 对 任何 > € X JRS) EAR 全 方程 (9) NARR, IE r= Ti 是 
(8) 的 唯一 解 . 

(iv) 对 和 任何 v E X 方程 (10) 恒 有 解 S KRODA FR, ier 
u = (Ti) lu 是 (10) 的 唯一 解 . 

ARX = LD 或 CC), =[a,b](a < b), 

(Tu)(+) = | K(z.y)u(y)dy, (12) 


其 中 天 全 1L(J Xx 有 (或 K(:,…) € CCJ xI WFE) — (11) IEE 
Fredhoim 等 人 系统 地 研究 过 的 线性 积分 方程 .例如 ,方程 (8)(9) 现 在 写成 : 


hu(z) -| Klx, y)uly)dy = vír); (13) 


ula) -| KG,y) uly)dy _0. (14) 


由 2.9.3， 

KO, 和 工人 X 丰 二 人 下 ECLOL2CD)， 

Kt, -) € C(J x J)>T € CL(C(J)). 
因此 , 可 应 用 3.4.8. 例 如 ,由 3.4.8(üi) 得 出 :对 任何 wv € LOUN € C(J)) 
方程 (13) EAR u € LOOR u ECON)) 仿 方 程 (14) 仅 有 零 解 .这 一 结论 的 意 
义 在 于 , 它 将 判定 方程 (13) 可 解 性 的 问题 转化 为 判定 方程 (14) 的 解 为 零 的 问题 ， 
后 者 往往 要 容易 得 多 . 试看 一 简单 例子 . 
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dul) -| u(y)dy = ulr) (15) 


Àu (mx) - | u(y)dy = ùQ. (16) 


B A > 0. J PE016) 显然 只 能 有 常数 解 : xfz) 三 a, 代 人 (16) 得 

Aqa —a = Ü, A = l>a = Ü. 
aR, A Z 18 (016) 仅 有 零 解 ,于 是 对 任何 vw € LCR o € C(J)),3 
程 (15) A u € LOOR u € CUD. RIER E 


”jl22 ` Az Hiet 


ulr) = À la t vr}| GEJ). (17) 
(17) 代入 方程 (1 引 ) 解 出 


ol fi 
a = + i| wz)dz, 
Je t A > 1 AELS) f W 
sx) = Hoto tot) dy e € p. 
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如 所 熟知 ,年 阵 理 论 中 最 富有 成 果 的 -一 些 内 容 , 密 切 联系 着 内 积 , 正 交 性 等 概 
念 ; 这 部 分 内 容 的 无 限 维 推广 ,自然 涉及 Hilbert 空间 上 的 线性 算 子 ,实际 上 ,线性 
算 子 谱 论 中 最 精致 最 优美 的 部 分 , 正 是 关于 Hilbert 空间 上 的 线性 算 子 的 .为 介绍 
这 一 理论 的 点 些 初等 部 分 ,本 节 给 出 Hilbert 空间 上 线性 算 子 的 者 十 基 本 概念 . 

以 下 设 六 是 给 定 的 复 Hilbert zE. 3 $ 3. 1 所 指出 的 , 存 L ( X) HARPER. 
相 联 系 的 运算 :线性 运算 HRE AF X Æ Hilbert 空间 这 一 特殊 情况 ,可 增加 一 
种 新 的 运算 : 

* L(X) =*L(X),T— T °, (1) 
下 是 这 一 个 新 运算 的 加 入 导致 一 个 更 丰富 的 理论 . T BJ XY al F. 
3.5.1 EX EATE L(X), HEF 
Tr, y) = (x, Ty (xr,y EX) (2) 
决定 一 个 算 子 T* € L(X), 称 它 为 的 相伴 算 子 2. 

以 上 定义 包含 了 一 些 并 非 自 明 的 结论 :T” 由 (2) 完全 确定 , HAA 

T* € L(X). 现 说 明 如 下 .到 定 y € X, 
u (r) = Try} (xz € X), 
则 直接 看 出 a € X', R V! a l = HTH Il yl. h Riesz ERER, AH y 
决定 的 T yy 后 和 ,使 得 等 式 (2) 成 立 , 且 1T yy = l u, .这 就 得 到 一 个 确定 
HAFT: X X, yTy. Vr,y,z € X,a ,B € C,H(2) A 
(r T (ay t B= (Tray + Bz) = alTr, y) + BC Tx z) 

= alr, Ty) + Rr, T z) 

= (raT y t BT z), 
WI T' (ay + Dz) = af y + PT * z k T* 是 线性 的 .由 


q TE Hibben 空间 中 ,相伴 算 子 与 对 恨 算 子 不 尽 相 同 ,因而 使 用 癌 - TUE H 5 2 8. 
过 (2) Fj S2.8(2) 确实 高 度 类 似 , 适 当 利 用 这 种 类 似 不 无 益处 ， 
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Tyi = Wa, | =< H T| Hyl 
HA, 工 < 有 界 .这 样 ,定义 3.5.1 的 合法 性 得 到 证 实 ， 
更 在 看 几 个 实例 ,借以 歼 得 对 自 位 算 子 的 其 些 直 观 印 象 . 
3.5.2 例 CA = (ap) € C" M| Vr ,y € C',# 


(Ar,Yy)= 2 ( Xans, )y ; 


一 2 Day 
= = Dz 2 Pay = (zx,A" y), 
HP A? = (ap E CA, A" 原 不 过 是 A 的 HHFA BI A AL Æ 


P 中 有 类 似 的 结论 (对照 2.,8.,2). 
2 J = [a,b] la <b), KO, € L2(Jx J), T EK 为 核 的 积分 算 子 ， 
M T e LCL2()) (参看 2.2.3). Yu,w E LOU), A 


(Tu, u) = | Zz)dz| K(z,y)u(y)dy 
= | uy)dy] Kasy) Uad 


= | ua(z)dz | Fz)v(y)dy (x,y 换 位 ) 


= (u T u}. 
可 见 , T* 正 是 以 K(y,z) 为 核 的 积分 算 子 ,区 (yz) 可 看 作 K(x y) By“ iy 
置 、 

FE PORIE” 看 作 一 种 运算 , 则 导致 考虑 映射 (1), 今 将 其 基本 性 质 综合 于 

下 (对 照 2.8.31). 

3.5.3 命题 ” 对 任 给 了 ,S € L(X),a ,B EC, 成 立 以 下 等 式 ; 

(aT + 8S)*' =aT* + BS"; (3) 
(TS)* =S&*T*,(TP'>' = (T ”*)*; (4) 
(TD =(T*)' (3 TŠ); (5) 
T** =T; (6) 
LTI = TI; (7) 
IT|2=1ITT*|]| = TITI. (8) 


证 直接 利用 人 恒等式 (2) 即 可 验证 等 式 (3),(4),(6)., 例 如 ， 由 
Cr,T**y}= (T r,y) = (y, T * xz) 
= (Ty,z) = (z, Ty (Y r,y € X) 
即 得 了 ”= T. ARRS I* = 了 , 故 用 (4) 于 TT- = TT = 了 ,得 
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(TO*T* = T'(T 1)" = I, 
这 得 出 (5). 为 证 (7) ,我 们 利用 (参考 $2.41) 与 2.4.3) 
tyi = sup | (xz,y)1= Sup! ysr). (9) 
a S2 LA), A 
u T* | = SUP, [Tyi 
~ sp gp, (e Ty) 


= sup, Sup, | (Tay) | 


= sup, | Tell = T|. 
对 于 (8) ,首先 由 
TT 
= Sup. | Te l| = sup Tr, Tr) 
= sup U’ T Lr) < IT TI 
E Ti = | T| “°; HK 
ITTI = TT = [T= JH TI. E 


性 质 (3)(6)(7) 表示 映射 (1) E— AEk, EAA Hm ph 57. 
利用 3.5.3, 可 将 某 些 有 关 算 子 的 结论 转移 到 其 相伴 算 子 . 例如 , 若 已 知 依 算 子 范 
RA T, — T, WT = T*';# TS = 5T, 则 T*S* = ST, $. 

Hilbert 空间 中 许多 重要 类 者 的 算 子 是 通过 相伴 算 子 来 界定 的 ,其 主要 者 如 
F. 

3.5.4 EX HTE LX) ËTT? = T*T, 则 称 工 为 正规 算 子 ; 若 
T = 工 ", 则 称 了 为 自 伴 算 子 ; 萃 TT = T"*T = I(ST* = T-1), 则 称 工 为 
UWYf;#ëT - T* = 7?, 则 称 古 为 正 投影 算 子 . 

由 定义 直接 看 出 , 正 模 影 算 子 是 自 伴 算 子 ,而 自 伴 算 子 与 UU 算 子 都 是 正规 算 
子 . 上 述 几 种 算 子 的 直观 意义 如 何 , 则 尚 不 清楚 .下面 的 命题 有 助 王 回答 这 一 问 
题 . 

3.5.5 命题 ” 设 TEIL(X), 则 以 下 结论 成 立 ; 

(i) TT 是 正规 算 子 富 Tx = J; T*zx|{(Vr € X). 

(ü) T ÉE HIS f Tr, CR (Yr C X). 

G) T h'U ST :多 一 六 是 等 距 同 构 . 

(iv) 工 是正 投 影 算 子 STEES X =- ADAL, AEX KATAN, T 
EM X BJA 的 投影 算 子 . 

证 首先 给 出 易 直 接 验 证 的 以 下 恒等式 : 

4Tz,y2 =ATZE+Y)T+TY (T(z — y),z — y) 
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+i T(z tiyv) ,xr + iy) 
-T(x — iy) x — iy?. (10) 
(10) 的 意义 在 于 ; T HERO KAR r —> (Tr ,z)(z € X ARE PEE, # 
(Trs) = 0r € X),W|H (10) 推出 (Tx,y? 三 0(x,y € X) AM Tx = 0,8} 
T - 0. HEXER: E Tr, x) = (Sr, s) (x € X) MT = S. 
利用 以 上 结论 ,有 
TT Ts 
(Tx, ,T r= (Tr, Tr) (用 (2)) 
Sl T*z | = | Tr || (z € X), 
KHR EO RK, 
T = T*S Tr, z) = (T `r,z)> 
(Tr z) = Tr, x) (用 (2)) 
S Tr, € R (Yr C Xx), 
这 得 出 绪论 (ii .类 似 地 ， 
TT* = TT = IS] Tr|| = | T*+| = |z! H R(T) = X 
ST 是 等 距 同 构 ， 
这 得 出 绪论 (iii). 
最 后 证 (iv) .首先 设 T = T = T*.% A = R(T),B = R(T T) WEH 
看 出 和 = A+B.Vr.,y € X,# 
(Tz,y— Tyy= (Tr, y) — (Tr, Dò 
= (Tx, y} -Try) = 0, 
EA BC AT-.INA = NU- T) EATZE, KA X = ADAL (参考 1.7.7)， 
因而 B = A+, T EAX 到 A 的 投影 算 子 . 
反之 ,各 六 = 4 个 4A-,4 是 和 的 闭 子 空间 ,了 是 从 X 到 A 的 投影 , 则 直接 看 
出 T* = T.H, h 
(Tr,y)= (Triy— Ty) + Tr, Ty) 
= { Tx, Ty) = Tz - r, Ty> + (r, Ty) 
= (xz, Ty) (Yr,y € X) 
#EH T = T". C 
3.5.6 例 4 设 AE€C" "结合 3.5.2 之 1 与 3.5.4 得 出 ;A 依 3.5.4 是 正 
AERJ. B FERI E U 算 子 分 别 相 当 于 A 是 正规 些 阵 .Hermite 对 称 和 矩阵 与 U HR. 
2° 苍 了 如 3.5.2 之 2 WT = T*SK(r,y) = K(y,z); 当 K EXM 
这 意味 者 Kir, y) E XHPRPR $Z. 
3 Ra C REREN, EXERT 
ta | L '(R)— LR) ulr) —> ulz +a). 
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RE n i tE, AE E U ATA. 5. 50i) ). 2—2 Et 3 uk 
MMF: Yuv € LR), 


(CTH 9) = ulr +a) v(xr)dr 


- | ula) olz a)dz = lu,tiv), 
上 可见 (rozltr)= olr — a) ARH ri = r.. 
3.5.4 FEXWE T, CRRA I ER kART, aE ETE 
征 亿 性质 的 某 些 熟知 结论 的 推广 .下 面 仅 给 出 若干 基本 性 质 , 更 深 人 的 结论 放 在 
FA. Ph Ta RR EAA € CT € L(X),# AI — TSi- T * 
Hm [INJ a E aTe € ol 人 工 * ), 或 简写 作 
otfT*)= a(T)AalA:AEolT). (11) 
3.5.7 定理 TE L(X). 
(在 人 是 正规 算 子 ,由 一 (CT) = j TI. 
(u) # T R.P pa t M (T)C R. 
(ü) # T UW W| (T)C SI2 ECA. 
证 (O 利用 (8) 及 TT" = 了 下 ,有 


上 开关 ICTD TITI = [T TT'T| 
= | (FHT = JH T2|2, 
ai T = TIP ATRAE T = 直下 站 .于 是 ,由 谱 半 径 公 
式 (3.1.4) 有 


r (T) = lim IT]! = J T|. 
(ü) TER A = a +i8€ a(T),a,8 C Ri 8 = 0.V: € R,# a + (Ü + t) 
€ a(T + tD (H13.2.3), FE 
a+ (R+ = |a + i(8 + 2)|? 
= [r (T + iz) ]2 


s | T +idll2 ( $3.1(18)) 
= |(T+igd)(T+id)° | (A 用 (8)) 

= | T2 + z*1 || 

=< | T + z, 


这 推出 
28: =ç TIE- a -pp. 
机 使 以 上 不 等 式 对 任何 1 € RRT, PB 8 = 0. 因 此 efT) C R. 
(ui) H.A &K T" T =I | T| = WT] =1.VACo(T), 
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有 
AlS rT) = | T| =1. 
另 -- 方 面 ,从 A l € a (T l) = a (T*)XBJ3.2.3) 得 
ilal nT) = HjT*1 =1, 
故 |4| 污 1, 从 而 |4|= 1. O 
由 3.5.7 特 别 得 出 :Hermite AERE KHE; U EERS AHE 
1 ,等 等 ,这 些 在 线性 代数 中 是 熟知 的 ， 
最 后 建立 一 个 关于 双 线 性 省 郴 的 定理 , 它 在 Hilbert 空间 线性 算 子 理论 中 作 
BN K. 
3.5.8 Lax-Milgram 定理 Ph: Xx X. CHERI: 
(pf(zryy) 对 > 是 线性 的 ,对 y ERRER; 
Gi) M — PaB plz, y) |< °, 
则 存在 唯一 T € LC(X), 使 得 上 Ti = M 且 
pr,y) = 《Try) (zy € X). (12) 
# b BI P SF fF 
(iii) ó = inf | e(z=,z)| > O 
满足 , 则 T En 38 f-. 
证 YrEX, ĝu, ly)= p{z,y), 则 是 六 上 的 线性 泛 函 . 易 见 条 件 (ii) 
推出 
glz, DIS Mle yl (Vz,y € X). (13) 
HE u, € X" B u, | 委 邮 | 站 .由 Riesz 表 未 定理 ,有 唯一 的 元 Tr € X,t 
(Tr,y) = Gy, Try = u(y) = @(z,y), yx € X. 
DW OW f T : X> X, EW iS K(12). Bp W. 了 为 线性 算 子 , 且 
i T| = stp, | Tæ | = Sup, sup | (Tr, y?l 


= i Sp a l P) =M. 
因 算 子 工 由 《Tz ,x) 二 p(x,z) 唯 一 决定 (参看 3.5.5 之 证 ), 故 满足 (12) 的 了 是 
唯一 的 ， 
PRG 满足 , 则 Yr € XA 
êle l?s |e(z,z=)| = Trs H T<] lxi, 
这 推出 | Tell Zá || z] (Vx € X) ET: X — R( T) 为 拓扑 同 构 ,RCT) 
是 X BATZE. V > € RT), H 
llel? s |(Tzr,z>| = 0 
得 x =0, 可 见 民 (了 T) 二 = 101. 这 推出 RCT) = X, T € GL(X). 
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. 用 T+ SY} = T-l(I+ ST 1) 1 及 3.1.1 展开 (T+ S) 1. 

. 利用 S 3.1012). 

. 用 谱 半 行 公式 指明 =>, (TS) S n STÆR TS)" = T(ST) 1S. 

. 用 谱 灶 径 公 式 , 福 意 ( TS)" = TS. 

EET) = DSU) = 0SYAE CN AT 收 合 (3.1.5). 

. 验证 Tr = 0O->+ = 0;) #0, Tr = Ar=. - 0. 

8. Tr = Az@z = A rz N( T.) 2 l01]|2)]< 1. |] T| = i> IA] > 1BFA € 


+ m A K t Fr 


9. RAHE |a,! 一 ,使 1a = s, Tr = (ax) W T € LU), (T) = c. 

ID. à € [0,1]=àa € PETIA C [0.1]=>R(T,)2= C[O, 1]; ru(r)= u(r) =0. 
ll. à € ol TOA - @(z)]a(r) = vtz) € COD RMA uA € pif). 

12. 验证 | TH < (b — a)n! AM = (T) = 0, CT) = 10l. 


13. u = (I - aT) lo = D2) A"T"o, T RE 12. 
14. Vy € NƏ NAIL- T), ratt, -Tìr = y 有 唯一 解 
+ 一 -= € N, (TIN) = 1a|. 


15, M de> 0, T, € L(X), An € e(T,) IET, T| —=0,d(n,o(T)) > e. Rth 
H An AMA € o(T)," n AAAA- T. 可 道 ! 

16. SH alT T s(T),a (T * *) — aT) PT C o(T*"*). 3k A pT), W 
Ti aË RM NT) = 10, R(T) = RR) =! N(T2) = X, KA € pT). 

17. RETE LX) $A C p(T) WSE LIX), S] 充分 小 时 ,可 用 题 2 的 解法 估 
计 RO, T+S)- ROTI. 

18. 验证 ATAL- T) = -DAT = I. 

19. 注意 rt -Y'= (A-r) tr, H 3.2.2 RA 18. 

20. 注意 (4 - r)a- r) = (a — r) A- ry. 

21. 以 了 -SS= RO,S)1l- RO,T) IE A. 

22. 用 谱 映 射 定理 及 题 18. 

23. 注意 [jz — (À — zr) 1] = # l+ a 2 (À pal - +) 1 并 用 3.2.2 及 题 18. 

24. 用 漠 映 射 定理 :FafT)) = a(f(T)) = c(0) = 101. 

25. AAT) TE S0 € (AT) iah ire ms. 


26. EE RC, Dr = Rir, T) Dz - -过 ,然后 用 8 3.205). 
27. Al- T = AI- T) Q QI —- T;)=ə(T) = pT) N gelT). 
28. Al — T P] =A- T: A— A SAL- T: BB 名 可 道 . 

29. TSN(T) = STN(T) = |0};SR(T) = STX = TSX C RIT). 
30. A = fu € C(J): ula) = 01 RẸ. 

31. Trz = Ar=r,1 = ilAtio( T) = a T) = |0}. 

32. (T) = (0,1,12, ea (T) = H, e iet. 

33. 注意 a(tT) = [0,1] 并 用 3.4.5. 
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34. 指明 NI1T = NOTI) = Cro, AE N( T) = Cral £ 2 1). 

35. PTa) = | eu dy, W CT) = 10.11. A A RRRA A. 
36. r+ T" Tr =0= zll + | Ti l|? = 0= x = 0. 

37. r= T: —> | r — T” r |! 2 = Ü. 

38. vy E RIT) >m || y hi (CTy,y) = 0. 

39,40. 直接 验 让 正规 算 子 之 条 件 ! 见 3.5.4). 


41. H S3.5(8) 得 出 | T|! - T° T| = ETTI = B T°] 2. BB 
| = TI 
URAA | pe] = T|” On < 2"); V n Ë ra = 2° >> n WI 
IT” = (TIPTE T” = TIIT” =< H Tell. 
42. iTr] = | Tril Z8|]| zl eT, T 5 S H R(T) 闭 , 因 此 


R(T) =- N(T*)= X, T H|. 

43. Ü £ o(1+ T) —< l+isiT}). 

4. MNT) = R(T* Yt, 

45. AS `T = I, 

46. FA = atip W | T.  |2 = Tr +] -+1]22 A < 2. 

47. 否则 | T| — = (T) = 0? 

48. 188847 的 结论 用 到 了 1 A: A — A. 

49,50. T* =- TSGTY = iT. 

51. Ë Tz = àr, Ty = py M Alr, y) = pr yy. 

52. Te, = ae，， 

53. # A € J,> € L, W ul = vlr —- z) 不 必 属 于 LO); 

(A — ruir} = Dae. =u z) = D.a.e.. 

84, (cA) = en. 

55. 注意 了 = A - iB,T" T = A2 + B2 + i( AB —- BA). 

56. A = (T+ T*)22,B = (T — TAi. 

57. (Pr, x) = (Pr Pr) = (P" Pr ,zy8ep = P* pep = P" =P. 

58. A = P- P* EER. (A) C IR, A” = A 55 Aa = A #sH a (A) = 可 | 

59， 注 意 H<] = | Peli? + | z- P+ 12. 

60. TA C A=TP = PITP,TALC Al STU P)= (I-PJYT(I- P). 

61. 可 设 B" 0( V z > 1), AUIL B -AlB A > 0 充分 大 . 若 AB 一 BA = I,i] AB" 
- B'A = nB) RÈ n l B= l] = 2#alJ TBI HB! 

62. Hi à = 1,1 € o(AB)=>I = I- BA + BU - AB) (I - AB)A = (I - RA)[I + 
BT 4B) 14]. 

63. 设 0< |à -ol<R 苦 ioEaT), 则 (1 — À) E olR(A,T))( 题 22), 于 是 
RRA, I 1/4 -0|, 当 4 一 如 时 RG,T) 有 无界， 

64. ë Ra PPB MJ = RU + Cp-ARIR, = R [1 + (a - AR JR T = M - R]! 
= - R,! A ER, R = R,T). 
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65. 利用 Š$ 3.1(14). 

66. 注意 了 一 了 ”是 等 距 同 构 并 利用 S 3.205). 

67. FA) = YA 在 除 负 半 实 轴 的 平面 上 解析 ,A = f(T) 满足 A? = T. 

68. 全 fa) = lm, 类 似 于 上 上 题 . 

69. ACA) = àgtA N fe T) = Tz(T) € CL(X)XF2.9.,4). 

70. 类 似 于 3.4.6 之 证 . 

71. E >, — x, Tr, — z Weiz- Tr,»} = Qt V y C 和 ) ,然后 用 闭 图 象 定理 ， 

72. (AT, y) = (r ADS TA y) = Tr AVSTA = A'T. 

73. T 0>T = A*A,A = T!“ 

74. E, ) KER 72 H] Ya p € CA 

O< lar + fyrar + By) = |a |2(z,z) + aB(z,y) + aB(y,z)+ |8120y.5), 

由 Hermite 二 次 型 前 性 质 得 | {x,y} (rz ,zr (y, y), 

75. WIA 与 1B,| 分 别 为 依 $ 3.6(12) AREE T12 与 S12 的 选 代 序 列 , 则 可 归纳 地 
验证 A, =< B... 

76. j| Sel = Ú Ta l, f Er, | EQ Cauchy A =] Sr, | Æ Cauchy 列 . 

77. 作 从 原点 发 出 的 射线 工 , 使 工 站 sz(T) =Ø, n =C\L, Ma 在 六 内 解析 ,afT) 
C (1. p A =- ilnT,BJ A = A*, T= éA. 

78. 用 3.6.5 得 出 Q. 强 收 襄 于 Q,Q = Q ;0@, = Q1=GQ = Q. 

79. £ T"T € CLOX), 一 x; 则 Tz 一 Tr,T* Tr, > 了 "Tr, 这 推出 | Tx, 一 
,从 而 Tx, — Tr. 

80. 参考 2.9 6. 


第 四 章 


1. | För - Fø l| =< LipF | 6óx - @yl| = LipF + Lipp || x — yl =Lip(F - p) = 
LipF - Lipp( t$ WF 8530188! ). 

3. Hi | F,z - F. || =e LipF, I æ- y || $ n — so 8 | Fe- Fy || <€ limLipF, fæ- yl, 
ñ LipF =ç limLipF, (5 8 2.7(8) HM). 

4. Li rni fE3S839Jt R , 选 代 一 次 ,用 好 4.108)， 

8. 归纳 地 验 明 | Fro- z Ë =o. 

6. Frzo 一 F"ra l < 17 Lipp | Ero ~ zo lls 

| Frzo — z | < >, Lip | Fey- zah. 
7. k r € Dr) = |r- Frl # r = RRMA D lz) = 人 0 否则 
A Fz) < f(z)! 
9. > Fu = TGu + v, T JP) K 为 核 的 积分 算 子 ,(Gu) (zr) = g(u(z)),Ml| 
LipF = || T l| LipG = || T || Lipg < 1(8382.2._4). 


, _ d 
10. F'(0)z = Jp F az) aag 
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Il. WEEN, Ye >0,38>0: | Firth} Fe F(a Selah, | F (zh li 
< (LipF + z) ia l PEBE | F uz) = LipF + e. 

12. 百人 fr 入 = (GUE E (z )h (Crk + G (Fz)(E (z)hh). 

13. HA. 

14. T (r,y)(h,b) = T(h,y) + Tir AT Cry HR, kh kO = Tih, kj) + 
TORR’ T Cr, y) = 0. 

15. B F(+,y)- F(z,y)] = const) y- yl + | F(z,y)- Fizy ll. 


h 
16. F(x) = | 六 oz)dt， 
17. F'(u)h = [f(a( OA dh € C(J). 
-4 _ _ ;) — i š 
18. Æ f (0) = g,s.(z) = se plt) e] 2“ = |4 - Tigel) | #06 — 0)! 


u, lo 


19. 用 2.5.4: V K € X or))var ax 与 求 导 顺 序 无 关 ， 
20. fir = [V f(z)h]h, V Arh = >° Jitan 


dr; 
21. A; = QTQ: |] Y, 一 Y, 是 投影 ,J : X — [[ x, EBA. 
. 将 通常 的 Taylor 公式 用 到 函数 pl = f(z + h)(0 = =< 1). 
. 用 Taylor 公式 : 


A+R) RE) = tt I 


25. 以 R,(h) TC $ 4.209) 的 积分 余 项 , 则 RAR) = Mi A|". ni 一 人 一 co) 

26. 归纳 证 之 . 

27. 用 链 规则 得 :CF YCYF (z) = TF CF y) = ly = Fr. 

28. 用 4.3.3 之 证 第 3 上 段 的 方法 . 

29. H F(r,f(z)) = 0# F h t Ff (xz)h = Oh E X). 

30. XP b(r,z,y) & F(r,y)- z = 0 用 隐 函 数 定理 ， 

31. VCN: = pn + ;,p = [Ë n] 0 < í n, Fry = (F Fra. 

32. 必定 LipF =< r; 
= 


r" 


l| Fr — Fr | 

l-r 

33. HU ry € D, G F,z = n 'zo+ (l-n Er, W Lipf, < 1,238 r, = Fe, € D, 
ta Fr, — 0, 

34. # F fE ro 部 近 非 Lipschitz RA WA £n, yy = ros |z, - y, | < 17n, | Ez, — Fy, | 
> nla - yx | S f, =n | r, — Ya lla yh = r, + zh. W| z7! | Fir, + th,) — Fr, | Dya. 

35. HH (rh = TIF ir), Gr) + T(Fr,G (0h). 

36. 设 ir =< 1,HÚ h] < 1, Taylor 公式: 


[F (zr)h | = | Firth) Flr} -fa - #)F x + h) hdi], 
37. 不 妨 设 fa) = 0, 然 后 推出 在 (a b) 内 Ff(1) = 0. 


[zr + I FEzr-Fr|= |x, - z] < 
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38. 注意 | Coth) Flo = Sm. Z(+ Ak = f Croda 
39. S Tlr) = DE), Fr = X, For hE 
(Flr +h) - Fr - T(z)h |] = of 8 ). 

40. & gp- F(r+ h,yA k) Flrthy) F(zr,y+ ËE)+ F(z,y),W| 
[F r)hk — F'(z)Ëh | = lge- F'(z)hk || + le- Firka | = oila] FEID- 
41, 参考 4.4.3 之 证 . 

42. ient TA, - Fha, — x, DER Fr, — y W > = (1 - F)(z + y). 

43. F PON 5 W £ ku] Fj Schauder 不 动 点 定理 . 

44. 令 局 为 包含 FD 的 最 小 凸 集 ,B = CN D.MJ B EE YE, FB C B, T Eu HJ 43 的 


4. $ D=jiu E CO): Q 20,| a i= 1}, Ax = Tur il Te li HEA: D— DAR 44. 

由 .不妨 设 Er, — y Aa — A BREA > D.B r, — r = yA, Fr = Àr 

47. £f Ü = # < += 1, Wr 

pis) plr) = L (Plx + sy) - Ffr t 6y),(s — y Z 0. 

48. i MA > OR + F) 一 其 (Fr 一 arr 一 y) =üÜ( Yre D Er = R.(u + ày) 
代 人 得 4y rr -yi 20, AM 2 = yu = Fy. 

49. (Fx - Fy,z — y) > || x- y | 2(1 - LipG). 

50. VERRAT EV ry L (r+) = V /f(z + ty),y> ERRA SAAD SY z, 
yt — f(x + ty) EOR — / B 512 pn. 


名 词 索引 


Tia RUT On A IE] T IK HH BE DJ BU. 


Arzela- ñscoli 定理 
Laire 定 埋 
Banach x [E] 


Brouwer 不 动 点 定理 


C BF 

Cauchy #1] 

Cauchy AER 
Cayley 变换 
Euclid 88 
Frechét 可 微 
Frechét 导数 
Hahn-Banach 定理 
Hilbert 空间 
Holder FFA 
Jacobi 矩阵 

L? 范 数 

收敛 
Lax-Milgram 定理 
Legendre FTA 
Lipschitz 算 子 
Lipschitz 模 数 
Minkowski p 5 


Newton- leibniz 全 上 


Parseval 等 式 
pT 
Ricsz 5A 
Riesz 表示 定理 


Riesz-Schander 理论 


Schauder 基 


Schauder 不 动 点 定理 
Schmidt 正 变 化 方法 


22 


Schwarz 不 等 式 
sup 范 数 
Taylor 公式 
末 算 子 
Zom 引 理 

1— 2 Ë 

- 臻 有 办 原理 

二 次 对 惕 
TAZA 

4 E 
内 部 
内 积 公理 
内 积 空间 
FE 
开 集 公理 
FRF EE 
双 射 
中 级 公开 
中 值 定 理 
ERAT 
分 离 定 理 
不 变 子 空间 
有 反 睛 数 定理 

5 


E| 


可 分 集 
可 分 空间 
nj. 
EER 
下 次 补 


[28 


[12 
166 


14 
14 
101 
27 
27 


. 20D > 


IF 3 5 $R 
正 交 分 解 定 理 
正则 值 
ERE 
下 规 算 子 
ERER T 
正平 力 根 
对 个 空间 
HHRH 
HRAT 
HPA T 
凸 集 

半 序 集 


~ 
El 


闭 包 

闭 集 

HAT 
用 图 象 定理 
全 有 界 集 
la]: 

有 界线 性 算 子 
有 界线 性 泛 函 
ARRAT 
WERTE Pa 
次 连续 
向 量 序 

B 5 == E] 

目 伴 算 了 了 
88 6. +- 
压缩 映射 原理 
THT 


~] 
El 


完备 化 

完备 度量 空间 
投影 

WSST 

严格 单调 算 子 


名 词 索引 


er 
E| 


范 数 

范 数 公理 
范 数 拓扑 
拓扑 

拓扑 同 构 
哲 空 空间 
拓扑 直 和 
单身 

mA r 
单调 算 子 


PRA FAGE 


sP. 
极 大 原理 
极 大 单调 算 子 
非 扩张 算 子 
EIRE 

9 


Erea 

相对 紧 集 

HFA TF 

MEEL 
标准 正 交 基 
度量 公理 

度量 空间 

度量 拓扑 

保 范 延 扼 

逆 算 子 定理 
点 谱 


[El 


10 I| 


紧 集 
EAF 
紧 线 性 算 子 
积 空间 
mira 

弱 "收获 
HFA 
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特征 值 
特征 向 量 
特征 子 空间 
根子 空间 
EKAI 


11 M 


基本 集 
第 “网 集 
第 一 网 集 
梯度 


12 el 


WA yE [B] 
FEF A+ 
SPERA 
等 价 范 数 
等 度 连 续 
Hik 

超 平面 

sh 1 Sy 


名 词 索引 


强 单调 算 子 
剩余 谱 
链 规 则 
RARE 


13 HEKE 


Hk 

满 财 

零 空间 
FEF 

HE 

算 子 范 数 
算 子 代数 
THAR 


算 子 解析 函数 


谱 

谱 半 径 

谱 半 径 公 式 
谱 有 映射 定理 
谱 分 解 定理 
谱 分 解 公式 
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